
ÁíáðáñÜóôáóç Ìç ÐëÞñïõò ×ñïíéêÞò ÐåñéïäéêÞò

Ðëçñïöïñßáò óå ÓõóôÞìáôá Ó÷åóéáêþí ÂÜóåùí

ÄåäïìÝíùí

Âçóóáñßùí Öõóéêüðïõëïò

18 Éïõëßïõ, 2008

Ðåñßëçøç

Óôï [2] ðáñïõóéÜæåôáé Ýíá ìïíôÝëï ãéá ðëÞñç ðåñéïäéêÞ ÷ñïíéêÞ ðëç-
ñïöïñßá. Óôá [3, 4] ðáñïõóéÜæåôáé Ýíá ìïíôÝëï ãéá ðëÞñç êáé ìç ðëÞñç
÷ñïíéêÞ ðëçñïöïñßá. ¸íá áíïéêôü ðñüâëçìá óôçí ðåñéï÷Þ ôùí âÜ-
óåùí äåäïìÝíùí áëëÜ êáé ôçò ôå÷íéôÞò íïçìïóýíçò êáé ôùí Ýìðåéñùí
óõóôçìÜôùí åßíáé ç áíáðáñÜóôáóç êáé äéá÷åßñéóç ðëÞñïõò êáé ìç ðëÞ-
ñïõò ðåñéïäéêÞò ÷ñïíéêÞò ðëçñïöïñßáò. Óôï ðáñïýóá åñãáóßá äßíïõìå
êÜðïéåò éäÝåò ãéá ôçí áíáðáñÜóôáóç ôçò áñ÷éêÜ êáé óôç óõíÝ÷åéá ðá-
ñïõóéÜæïõìå ðùò èá ìðïñïýóå íá åßíáé ìéá ãëþóóá åðåñùôÞóåùí óôçí
ðñïôåéíüìåíç åðÝêôáóç.

1 ÅéóáãùãÞ

Óôçí ðáñïýóá åñãáóßá ðáñïõóéÜæïíôáé éäÝåò ãéá ôçí áíáðáñÜóôáóç êáé äéá-
÷åßñéóç ðëÞñïõò êáé ìç ðëÞñïõò ðåñéïäéêÞò ÷ñïíéêÞò ðëçñïöïñßáò. Óôï [2]
ðáñïõóéÜæåôáé Ýíá ìïíôÝëï ãéá ðëÞñç ðåñéïäéêÞ ÷ñïíéêÞ ðëçñïöïñßá. Áðü
ôçí Üëëç ðëåõñÜ óôá [3, 4] ðáñïõóéÜæåôáé ìéá ïéêïãÝíåéá ó÷åóéáêþí ìïíôÝ-
ëùí ãéá ðëÞñç êáé ìç ðëÞñç ÷ñïíéêÞ ðëçñïöïñßá. Ìåëåôþíôáò ôá ðáñáðÜíù
ìïíôÝëá ìðïñïýìå íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé êáíÝíá áðü ôá äýï äåí åßíáé áñêåôÜ
åêöñáóôéêü þóôå íá áíáðáñáóôÞóåé ðëÞñç êáé ìç ðëÞñç ðåñéïäéêÞ ÷ñïíéêÞ
ðëçñïöïñßá. ¼ìùò ìå ìéá ðñþôç ìáôéÜ öáßíåôáé üôé Ýíáò óõíäõáóìüò ôïõò
èá ìðïñïýóå íá äçìéïõñãÞóåé Ýíá ìïíôÝëï ðïõ ìðïñåß íá áíáðáñáóôÞóåé êáé
ðëÞñç êáé ìç ðëÞñç ðåñéïäéêÞ ÷ñïíéêÞ ðëçñïöïñßá. Èá âáóéóôïýìå óå ìéá
áðëïõóôåõìÝíç èåþñçóç ôùí äåäïìÝíùí ÷ñçóéìïðïéþíôáò áêåñáßïõò êáé äéá-
óôÞìáôá óå áõôïýò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ôï åðåêôåôáìÝíï ìïíôÝëï ðïõ ðñï-
ôåßíïõìå ðáñïõóéÜæåôáé óå äéáóôÞìáôá áêåñáßùí êáé êÜèå óçìåßï ìðïñåß íá
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èåùñçèåß ùò äéÜóôçìá ìçäåíéêïý ìÞêïõò. ¸íá ðñüâëçìá åßíáé üôé, ãéá ðáñÜ-
äåéãìá óôçí ðñïâïëÞ, êáôáëÞãïõìå óå áðïôåëÝóìáôá ðïõ äåí åßíáé äéÜóôçìáôá
ôï ïðïßï üìùò üðùò èá äïýìå ìðïñåß åýêïëá íá îåðåñáóôåß.

2 ÁíáðáñÜóôáóç ÐåñéïäéêÞò ×ñïíéêÞò Ðëçñïöï-

ñßáò

Ãéá ôçí áíáðáñÜóôáóç ìç ðëÞñïõò ðåñéïäéêÞò ÷ñïíéêÞò ðëçñïöïñßáò ç ãåíéêÞ
éäÝá åßíáé íá åðåêôåßíïõìå ôï ìïíôÝëï ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óôï [2] ãéá áíáðá-
ñÜóôáóç ÷ñïíéêÞò ðåñéïäéêÞò ðëçñïöïñßáò Ýôóé þóôå íá Ý÷åé ôç äõíáôüôçôá
áíáðáñÜóôáóçò ìç ðëÞñïõò ðëçñïöïñßáò. Ãéá ôçí áíáðáñÜóôáóç ìç ðëÞñïõò
ðëçñïöïñßáò èá âáóéóôïýìå óôá [3, 4]. Ãéá ðëçñüôçôá, ðáñïõóéÜæïõìå áñ÷éêÜ
ôçí áíáðáñÜóôáóç ðëÞñïõò ðåñéïäéêÞò ÷ñïíéêÞò ðëçñïöïñßáò ðáñáèÝôïíôáò
êÜðïéïõò ïñéóìïýò áðü ôï [2] ìáæß ìå ìåñéêÜ ðáñáäåßãìáôá. Óôç óõíÝ÷åéá
ðáñïõóéÜæïõìå ôçí åðÝêôáóç ãéá áíáðáñÜóôáóç ìç ðëÞñïõò ðëçñïöïñßáò.

2.1 ÁíáðáñÜóôáóç ÐëÞñïõò ÐåñéïäéêÞò ×ñïíéêÞò Ðëçñï-

öïñßáò

Ïñéóìüò 2.1. ¸íá ãñáììéêü åðáíáëáìâáíüìåíï óçìåßï (linear repeating
point - lrp) åßíáé Ýíá õðïóýíïëï {x(n)} ôïõ óõíüëïõ ôùí áêåñáßùí Æ êáé
áðïôåëåßôáé áðü Ýíá Þ Üðåéñá óçìåßá. Ôá óôïé÷åßá x(n) ïñßæïíôáé áðü ìéá
åîßóùóç ôçò ìïñöÞò x(n) = c + kn üðïõ ôá c; k; n ∈ Z êáé ç n ðáßñíåé üëåò
ôéò ôéìÝò óôï Z.

ÐáñÜäåéãìá 2.2. Ôï ôåôñéììÝíï lrp 4 áíáðáñéóôÜ ôï ìïíïóýíïëï {4} åíþ
ôï lrp 4 + 5n ôï óýíïëï {: : :− 11;−6;−1; 4; 9; 14; 19; : : :}.

¸óôù ×1; ×2 ÷ñïíéêÜ ãíùñßóìáôá. Ïé áôïìéêïß ðåñéïñéóìïß ÷ùñßæïíôáé
óå ãåíéêïýò (general) ðïõ åßíáé ôõ÷áßåò ãñáììéêÝò åîéóþóåéò éóïôÞôùí êáé
áíéóïôÞôùí üðïõ åìöáíßæïíôáé ôï ðïëý äýï ÷ñïíéêÜ ãíùñßóìáôá (ð.÷. ×1 ≤
4X2 + 5). Ïé ìïíáäéáßïé (restricted)∗ ðåñéïñéóìïß åßíáé ãåíéêïß ðåñéïñéóìïß
üðïõ óôéò ãñáììéêÝò åîéóþóåéò ï óõíôåëåóôÞò ôùí ÷ñïíéêþí ãíùñéóìÜôùí
åßíáé 1 (ð.÷. ×1 ≤ X2 + 5). Ïé ðåñéïñéóìïß ðïõ åðéôñÝðïõìå óôá lrp åßíáé
óõæåýîåéò áôïìéêþí ðåñéïñéóìþí.

Ïñéóìüò 2.3. ¸óôù Ô åßíáé Ýíá óýíïëï áðü lrp êáé D Ýíá óýíïëï ìç ÷ñï-
íéêþí äåäïìÝíùí. Ìéá ãåíéêåõìÝíç ðëåéÜäá ÷ñïíéêÞò ðëåéïìÝëåéáò k êáé
ðëåéïìÝëåéáò äåäïìÝíùí l ïñßæåôáé ùò Ôk ×Dl ìáæß ìå ðåñéïñéóìïýò óôá lrp.

∗ÅðéëÝãïõìå ôç ëÝîç £ìïíáäéáßïò¤ ùò ìåôÜöñáóç ôçò áããëéêÞò £restricted¤ Ýíáíôé ôçò
£ðåñéïñéóìÝíïò¤ ãéá ðñïöáíåßò ëüãïõò áíáãíùóéìüôçôáò.
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ÐáñÜäåéãìá 2.4.

• Ç ãåíéêåõìÝíç ðëåéÜäá [1; 1 + 2n] ìå ðåñéïñéóìü X2 ≥ 0 áíáðáñéóôÜ ôï
Üðåéñï óýíïëï {[1; 1]; [1; 3]; : : :}.

• Ç ãåíéêåõìÝíç ðëåéÜäá [3 + 2n1; 5 + 2n2] ìå ðåñéïñéóìü ×1 = ×2 − 2
áíáðáñéóôÜ ôï Üðåéñï óýíïëï {: : : ; [1; 3]; [3; 5]; [5; 7]; : : :}.

• Ç ãåíéêåõìÝíç ðëåéÜäá [3+2n1; 5+2n2] ìå ðåñéïñéóìü ×1 = ×2−2∧X1 ≥
0∧X2 ≤ 100 áíáðáñéóôÜ ôï ðåðåñáóìÝíï óýíïëï {[1; 3]; [3; 5]; [5; 7]; : : : ;
[98; 100]}.

Ïñéóìüò 2.5. Ìéá ãåíéêåõìÝíç ó÷Ýóç åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ãåíé-
êåõìÝíùí ðëåéÜäùí ôïõ ßäéïõ ó÷Þìáôïò (schema).

2.2 ÁíáðáñÜóôáóç Ìç ÐëÞñïõò ÐåñéïäéêÞò ×ñïíéêÞò Ðëç-

ñïöïñßáò

Óôï ðáñüí åäÜöéï, åðåêôåßíïõìå ôïõò ïñéóìïýò ôùí ðåñéïñéóìþí åðéôñÝðïíôáò
óôéò ãñáììéêÝò åîéóþóåéò íá ðåñéëáìâÜíïõí Ýíá åéäéêü åßäïò ìåôáâëçôþí ðïõ
ïíïìÜæïõìå ù-ìåôáâëçôÝò (e-variables [3, 4]) ðïõ èá ôéò óõìâïëßæïõìå ùò
ù;ù1; ù1; : : :. ÅðéðëÝïí, ïñßæïõìå Ýíá íÝï åßäïò áôïìéêþí ðåñéïñéóìþí ôïõò
ïëéêïýò ðåñéïñéóìïýò ðïõ åßíáé ôõ÷áßåò ãñáììéêÝò åîéóþóåéò éóïôÞôùí êáé
áíéóïôÞôùí üðïõ åìöáíßæïíôáé ìüíï ù-ìåôáâëçôÝò êáé óôáèåñÝò. Ïé ïëéêïß
ðåñéïñéóìïß åßíáé óõæåýîåéò ïëéêþí áôïìéêþí ðåñéïñéóìþí.

Ïñéóìüò ôçò åðÝêôáóçò ôçò ãåíéêåõìÝíçò ðëåéÜäáò åßíáé ðñïöáíÞò.

Ïñéóìüò 2.6. ¸óôù Ô åßíáé Ýíá óýíïëï áðü lrp êáé D Ýíá óýíïëï ìç ÷ñïíé-
êþí äåäïìÝíùí. Ìéá åðÝêôáóç ãåíéêåõìÝíçò ðëåéÜäáò ÷ñïíéêÞò ðëåéïìÝ-
ëåéáò k êáé ðëåéïìÝëåéáò äåäïìÝíùí l ïñßæåôáé ùò Ôk ×Dl ìáæß ìå åðåêôÜóåéò
ðåñéïñéóìþí ìå ù-ìåôáâëçôÝò óôá lrp.

Ðáñáôçñïýìå üôé ç ù-ìåôáâëçôÝò åðéôñÝðïõí ôçí áíáðáñÜóôáóç ìç ðëÞ-
ñïõò ðëçñïöïñßáò.

ÐáñÜäåéãìá 2.7.

• Ç åðÝêôáóç ôçò ãåíéêåõìÝíçò ðëåéÜäáò [1; 1+2n] ìå ðåñéïñéóìü X2 ≥ ù1

êáé ïëéêü ðåñéïñéóìü ù1 = 0 áíáðáñéóôÜ ôï Üðåéñï óýíïëï {[1; 1]; [1; 3];
: : :}.

• Ç åðÝêôáóç ôçò ãåíéêåõìÝíçò ðëåéÜäáò [3 + 2n1; 5 + 2n2] ìå ðåñéïñéóìü
×1 = ×2 − ù1 êáé ïëéêü ðåñéïñéóìü 2 ≤ ù1 ≤ 4 áíáðáñéóôÜ ôïõò ðéèá-
íïýò êüóìïõò {: : : ; [1; 3]; [3; 5]; [5; 7]; [7; 9]; : : :}, {: : : ; [1; 5]; [3; 7]; [5; 9];
: : :}.
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Ïñéóìüò 2.8. Ç åðÝêôáóç ãåíéêåõìÝíçò ó÷Ýóçò åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï
óýíïëï åðåêôÜóåùí ãåíéêåõìÝíùí ðëåéÜäùí ôïõ ßäéïõ ó÷Þìáôïò (schema) ìáæß
ìå Ýíáí ïëéêü ðåñéïñéóìü.

ÐáñáôÞñçóç. Ìå ìéá ãñÞãïñç ìáôéÜ, ôï ìïíôÝëï ðïõ ðåñéãñÜøáìå äåí áíá-
ðáñéóôÜ óçìåßá áëëÜ ìüíï äéáóôÞìáôá. Ôá óçìåßá üìùò ìðïñïýìå íá ôá
öáíôáóôïýìå ùò äéáóôÞìáôá ìå ìçäåíéêü ìÞêïò.

ÐáñÜäåéãìá 2.9.

• ôï äéÜóôçìá [4 + 5n; 4 + 5n] áíáðáñéóôÜ ôï ðåñéïäéêü lrp 4 + 5n.

• ôï äéÜóôçìá [4 + 5n1; n2]×1 = ×2 + ù1 áíáðáñéóôÜ ôï ðåñéïäéêü ìç
ðëÞñåò lrp ù2 + 5n1 üðïõ ù2 = ù1 + 4.

Ìå áõôÞ ôçí ôå÷íéêÞ áðïöåýãïõìå ôç ÷ñÞóç ù-ìåôáâëçôþí óôá ãíùñß-
óìáôá ôùí ó÷Ýóåùí êáé êáô' åðÝêôáóç óôá lrp, ãåãïíüò ðïõ êÜíåé ôï ìïíôÝëï
ðéï êïìøü êáé ðéï áðëü ãéá ôéò áðïäåßîåéò èåùñçôéêþí áðïôåëåóìÜôùí.

2.3 Åßäç ÷ñïíéêÞò ðåñéïäéêÞò ðëçñïöïñßáò

Óôçí õðïåíüôçôá áõôÞ èá ðñïóðáèÞóïõìå íá êáôçãïñéïðïéÞóïõìå ôá äõíáôÜ
åßäç ÷ñïíéêÞò ðåñéïäéêÞò ðëçñïöïñßáò åßôå åßíáé ðëÞñçò åßôå ü÷é. Ãéá åõêïëßá
óôç äéáôýðùóç èá ïñßóïõìå áñ÷éêÜ êÜðïéåò Ýííïéåò ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôçí
÷ñïíéêÞ ðåñéïäéêÞ ðëçñïöïñßáò.

Ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé Ýíá äéÜóôçìá óôïõò áêåñáßïõò Ý÷åé ìÞêïò
ßóï ìå ôç äéáöïñÜ ôùí áêñáßùí óçìåßùí ôïõ.

ÐáñÜäåéãìá 2.10. Ôï äéÜóôçìá [3; 5] Ý÷åé ìÞêïò 2.

Ïñéóìüò 2.11. Èá ïíïìÜæïõìå ðåñéïäéêü óýíïëï äéáóôçìÜôùí ôï óýíïëï
äéáóôçìÜôùí óôïõò áêåñáßïõò ôï ïðïßï áðïôåëåßôáé áðü äéáóôÞìáôá ßäéïõ ìÞ-
êïõò ðïõ ç áðüóôáóç ôùí áñ÷éêþí ôïõò Üêñùí åßíáé óôáèåñÞ†. Ðéï öïñìáëé-
óôéêÜ, ôï óýíïëï äéáóôçìÜôùí ðïõ ôá Üêñá ôïõò ïñßæïíôáé áðü Ýíá õðïóýíïëï
åíüò lrp ìå ðåñéóóüôåñá ôïõ åíüò óôïé÷åßá. ¸íá ðåñéïäéêü óýíïëï äéáóôçìÜ-
ôùí ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé Üðåéñá Þ ðåðåñáóìÝíá óôïé÷åßá.

ÐáñÜäåéãìá 2.12.

• ôï óýíïëï {: : : ; [3; 5]; [6; 8]; [9; 11]; : : :} Ý÷åé Üðåéñá óçìåßá êáé åßíáé ðå-
ñéïäéêü.

†ÕðïèÝôïõìå ãéá áðëüôçôá üôé ôá äéáóôÞìáôá ðïõ áíÞêïõí óå Ýíá ðåñéïäéêü óýíïëï äéá-
óôçìÜôùí åßíáé ôïõ ßäéïõ ìÞêïõò áëëÜ èá ìðïñïýóáìå íá èåùñÞóïõìå üôé åßíáé äéáöïñåôéêïý
ìÞêïõò êáé üôé åßíáé ðåñéïäéêÜ ùò ðñïò Ýíá áðü ôá äýï áêñáßá óçìåßá.
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• ôï óýíïëï {[3; 5]; [6; 9]; [9; 13]} Ý÷åé ðåðåñáóìÝíá óôïé÷åßá êáé åßíáé ðå-
ñéïäéêü.

• ôï óýíïëï {: : : ; [3; 5]; [6; 8]; [10; 11]; : : :} Ý÷åé Üðåéñá óçìåßá êáé äåí åßíáé
ðåñéïäéêü.

Ìðïñïýìå íá äéá÷ùñßóïõìå ôá åîÞò åßäç ÷ñïíéêÞò ðåñéïäéêÞò ðëçñïöïñßáò:

ðëÞñçò åßíáé ç ðåñßðôùóç ôçò ðëÞñïõò ÷ñïíéêÞò ðåñéïäéêÞò ðëçñïöïñßáò üðïõ
äçëáäÞ åßíáé ãíùóôü ôï ìÞêïò ôùí äéáóôçìÜôùí êáèþò êáé ôï ðëÞèïò
ôùí óôïé÷åßùí ôïõ ðåñéïäéêïý óõíüëïõ äéáóôçìÜôùí (ðáñÜäåéãìá 2.13
1).

ìç ðëÞñçò

1. åßíáé ãíùóôü ôï ìÞêïò ôùí äéáóôçìÜôùí áëëÜ äåí åßíáé ãíùóôü ôï
ðëÞèïò ôïõò (ðáñÜäåéãìá 2.13 2).

2. äåí åßíáé ãíùóôü ôï ìÞêïò ôùí äéáóôçìÜôùí áëëÜ åßíáé ãíùóôü ôï
ðëÞèïò ôïõò (ðáñÜäåéãìá 2.13 3).

3. óôçí ðéï ãåíéêÞ ðåñßðôùóç äåí åßíáé ãíùóôü ïýôå ôï ðëÞèïò ïýôå
ôï ìÞêïò ôùí äéáóôçìÜôùí (ðáñÜäåéãìá 2.13 4).

Ãéá êáèåìßá áðü ôéò ðáñáðÜíù ðåñéðôþóåéò õðÜñ÷ïõí ïé õðïðåñéðôþóåéò üðïõ
ôï ðåñéïäéêü óýíïëï äéáóôçìÜôùí Ý÷åé Üðåéñá Þ ðåðåñáóìÝíá óôïé÷åßá.

H áíáðáñÜóôáóç ôùí äéáöïñåôéêþí åéäþí ÷ñïíéêÞò ðåñéïäéêÞò ðëçñïöï-
ñßáò ìðïñåß íá ãßíåé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí åðÝêôáóç ôçò ãåíéêåõìÝíçò ó÷Ýóçò
ùò åîÞò:

Áñ÷Þ ÄéáóôÞìáôïò ÔÝëïò ÄéÜóôÞìáôïò
c1 + kn1 c2 + kn2 X1 = X2 − ù1 ∧X1(×2) ≥ (≤)ù2

üðïõ c1 + kn1, c2 + kn2 ôá lrp ðïõ áíáðáñéóôïýí ôï ðåñéïäéêü óýíïëï
äéáóôçìÜôùí, ù1 ôï ìÞêïò ôùí äéáóôçìÜôùí êáé ôï ù2 êáèïñßæåé ôï ðëÞèïò
ôùí óôïé÷åßùí ôïõ ðåñéïäéêïý óõíüëïõ äéáóôçìÜôùí. Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ
ôï ðëÞèïò ôùí óôïé÷åßùí ôïõ ðåñéïäéêïý óõíüëïõ äéáóôçìÜôùí åßíáé Üðåéñï ç
óõíèÞêç X1(×2) ≥ (≤)ù2 ðáñáëåßðåôáé.

Ï ïëéêüò ðåñéïñéóìüò èá åßíáé éóüôçôåò (Þ áíéóüôçôåò) ðÜíù óôéò ìåôá-
âëçôÝò ù1; ù2 áíÜëïãá áí ãíùñßæïõìå (Þ ü÷é) ôï ìÞêïò (ù1) Þ ôï ðëÞèïò
(ù2). Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ãéá ôçí ðåñßðôùóç 1 èá åßíáé ù1 = l; ù2 ≥ k üðïõ l
ôï ìÞêïò ôùí äéáóôçìÜôùí êáé ôï k êáèïñßæåé ôï ìÝãéóôï ðëÞèïò ôùí óôïé-
÷åßùí ôïõ ðåñéïäéêïý óõíüëïõ äéáóôçìÜôùí. Ãéá ôçí ðåñßðôùóç 2 èá åßíáé
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l1 ≥ ù1 ≥ l2; ù2 = k üðïõ l1; l2 ôï äéÜóôçìá óôï ïðïßï êõìáßíåôáé ôï ìÞêïò
ôùí äéáóôçìÜôùí êáé ôï k êáèïñßæåé ôï ðëÞèïò ôùí óôïé÷åßùí ôïõ ðåñéïäéêïý
óõíüëïõ äéáóôçìÜôùí. Ïìïßùò ãéá ôçí ðåñßðôùóç 3 l1 ≥ ù1 ≥ l2; ù2 ≥ k.

Óôç óõíÝ÷åéá, ðáñáèÝôïõìå êÜðïéá ðáñáäåßãìáôá áíáðáñÜóôáóçò ðëÞñïõò
êáé ìç ðëÞñïõò ÷ñïíéêÞò ðåñéïäéêÞò ðëçñïöïñßáò.

ÐáñÜäåéãìá 2.13.

1. ÐëÞñçò ÷ñïíéêÞ ðåñéïäéêÞ ðëçñïöïñßá. Ôï ìÜèçìá îåêéíÜåé óôéò 2 Éïõ-
íßïõ 2008 êáé äéáñêåß 10 åäâïìÜäåò. Ïé äéáëÝîåéò ãßíïíôáé êÜèå ÄåõôÝñá
óôç 13:00 êáé äéáñêïýí 3 þñåò.

Áñ÷Þ ÔÝëïò
13 + 168n1 16 + 168n2 X1 = X2 − 3 ∧X1 ≥ 13 ∧X1 ≤ 13 + 168 · 10

2. Ìç ðëÞñçò ÷ñïíéêÞ ðåñéïäéêÞ ðëçñïöïñßá. Ôï ìÜèçìá îåêéíÜåé óôéò 2
Éïõíßïõ 2008 êáé äå ãíùñßæù ðüóåò åâäïìÜäåò èá äéáñêÝóåé. Ïé äéáëÝîåéò
ãßíïíôáé êÜèå ÄåõôÝñá óôç 13:00 êáé äéáñêïýí 3 þñåò.

Áñ÷Þ ÔÝëïò
13 + 168n1 16 + 168n2 X1 = X2 − 3 ∧X1 ≥ 13 ∧X1 ≤ ù1

Ïëéêüò ðåñéïñéóìüò:
ù1 ≤ 168 · 13

3. Ìç ðëÞñçò ÷ñïíéêÞ ðåñéïäéêÞ ðëçñïöïñßá. Ôï ìÜèçìá îåêéíÜåé óôéò
2 Éïõíßïõ 2008 êáé äéáñêåß 10 åäâïìÜäåò. Ïé äéáëÝîåéò ãßíïíôáé êÜèå
ÄåõôÝñá óôç 13:00 áëëÜ äåí ãíùñßæù ðüóï äéáñêïýí.

Áñ÷Þ ÔÝëïò
13 + 168n1 n2 X1 = X2 − ù1 ∧X1 ≥ 13 ∧X1 ≤ 13 + 168 · 10

Ïëéêüò ðåñéïñéóìüò:
0 ≤ ù1 ≤ 12

4. Ìç ðëÞñçò ÷ñïíéêÞ ðåñéïäéêÞ ðëçñïöïñßá. Ôï ìÜèçìá äéáñêåß ôïõëÜ÷é-
óôïí 10 åâäïìÜäåò êáé ôåëåéþíåé ôçí ôåëåõôáßá åâäïìÜäá ôïõ Áõãïýóôïõ
áëëÜ äåí ãíùñßæù ðüôå Üñ÷éóå. Ïé äéáëÝîåéò ãßíïíôáé êÜèå ÄåõôÝñá óôç
13:00 áëëÜ äåí ãíùñßæù ðüóï äéáñêïýí.

Áñ÷Þ ÔÝëïò
−13 + 168n1 n2 X1 = X2 + ù1 ∧X1 ≤ ù2

Ïëéêüò ðåñéïñéóìüò:

0 ≤ ù1 ≤ 12; ù2 ≤ −13− 168 · 10
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ÐáñáôçñÞóåéò:

• Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå ðåñéóóüôåñá äåäïìÝíá ìðïñåß íá Ý÷ïõìå
ðñüâëçìá ìå ôç óõìâáôüôçôá ôçò ðëçñïöïñßáò ðïõ áíáðáñéóôÜ ç âÜóç
ïðüôå ðñïóèÝôïõìå Ýíá ìç ÷ñïíéêü ãíþñéóìá Ýôóé þóôå êÜèå æåýãïò
÷ñïíéêÞò ðëçñïöïñßáò íá áíáãíùñßæåôáé ìïíáäéêÜ.

• Ãéá ôçí áíáðáñÜóôáóç ôçò ÷ñïíéêÞò ðëçñïöïñßáò õðïèÝôïõìå üôé ï ÷ñü-
íïò áñ÷éêïðïéåßôáé óôï 0 êÜðïéá ÄåõôÝñá óôéò 0:00 êáé üôé ç ìïíÜäá
÷ñüíïõ åßíáé ç þñá (ïðüôå ç ìéá åâäïìÜäá åßíáé 168 ìïíÜäåò ÷ñüíïõ).
Óôçí ðåñßðôùóç 4 ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá åõêïëßá ôïõò áñíçôéêïýò áêå-
ñáßïõò. Áíôßóôïé÷á ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï óýóôçìá çìåñï-
ìçíßáò ôïõ Ladkin üðùò ïñßæåôáé óôï [5].

• Ðáñáôçñïýìå üôé üëåò ïé ðáñáðÜíù ðåñéðôþóåéò åßíáé ôçò ìïñöÞò:

Áñ÷Þ ÄéÜëåîçò ÔÝëïò ÄéÜëåîçò
c1 + kn1 c2 + kn2 X1 = X2 − ù1 ∧X1 ≥ c1 ∧X1 ≤ ù2

Ïëéêüò ðåñéïñéóìüò:

ù1 ≤ ld; ù2 ≥ cd

üðïõ c1; c2 ïé ÷ñüíïé Ýíáñîçò, ld; cd ïé äéÜñêåéá ôùí äéáëÝîåùí êáé ôùí
ìáèçìÜôùí áíôßóôïé÷á.

2.4 Óçìáóéïëïãßá êáé Åêöñáóôéêüôçôá

Ãéá ôéò ù-ìåôáâëçôÝò ÷ñçóéìïðïéïýìå ôç óçìáóéïëïãßá êëåéóôïý êüóìïõ (âë.
[3] êáèþò êáé ôçí åñãáóßá ãéá ôç ìç ðëÞñç ðëçñïöïñßá).

ÐáñÜäåéãìá 2.14. Ç ó÷Ýóç
Áñ÷Þ ÔÝëïò

13 + 10n1 16 + 10n2 X1 = X2 − 3 ∧X1 ≥ 13 ∧X1 ≤ ù1

Ïëéêüò ðåñéïñéóìüò:
ù1 ≤ 23

áíáðáñéóôÜ ôïõò êüóìïõò:{
[13,16] ;

[13,16]
[23,26]

}
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Ãéá íá äåßîïõìå ðüóï åêöñáóôéêü åßíáé ôï ìïíôÝëï ôùí åðåêôåôáìÝíùí
ãåíéêåõìÝíùí ó÷Ýóåùí åßíáé óçìáíôéêü íá óçìåéþóïõìå üôé óýìöùíá ìå ôï
[2] ôï ìïíôÝëï ôùí ãåíéêåõìÝíùí ó÷Ýóåùí åßíáé ôï ßäéï åêöñáóôéêü ìå ôçí
áñéèìçôéêÞ Presburger ([1]) ìå ìïíáäéáßá êáé äõáäéêÜ êáôçãïñÞìáôá. ÄçëáäÞ
êÜèå Presburger öüñìïõëá ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß ìå ãåíéêåõìÝíåò ó÷Ýóåéò.

ÅðéðëÝïí, åðåéäÞ ôï ìïíôÝëï ôùí åðåêôåôáìÝíùí ãåíéêåõìÝíùí ó÷Ýóåùí
åßíáé ãåíßêåõóç ôïõ ìïíôÝëïõ ôùí ãåíéêåõìÝíùí ó÷Ýóåùí åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí
ôüóï åêöñáóôéêü üóï ç áñéèìçôéêÞ Presburger ìå ìïíáäéáßá êáé äõáäéêÜ êáôç-
ãïñÞìáôá. Áõôü ãßíåôáé áíôéëçðôü áí èåùñÞóïõìå üôé êÜèå ãåíéêåõìÝíç ó÷Ýóç
åßíáé éóïäýíáìç ìå ìéá ôåôñéììÝíç åðÝêôáóç ôçò ìå áíôéêáôÜóôáóç ôùí óôá-
èåñþí c1; : : : ; cn ìå ôéò ù-ìåôáâëçôÝò ù1; : : : ; ùn êáé ðñïóèÝôïíôáò ôïí ïëéêü
ðåñéïñéóìü ù1 = c1; : : : ; ùn = cn. ÔÝëïò ç áñéèìçôéêÞ Presburger áðü ôçí
óêïðéÜ ôçò õðïëïãéóéìüôçôáò åßíáé õðïëïãßóéìç êáé áõôü ìáò áñêåß, äåí èá
áó÷ïëçèïýìå åäþ ìå æçôÞìáôá ðïëõðëïêüôçôáò.

ÓõíäõÜæïíôáò áõôÝò ôéò éäéüôçôåò ìå ôéò äõíáôüôçôåò áíáðáñÜóôáóçò ìç
ðëÞñïõò ðëçñïöïñßáò áðü ôï ðñïçãïýìåíï åäÜöéï ìðïñïýìå, äéáéóèçôéêÜ êõ-
ñßùò, íá éó÷õñéóôïýìå üôé ôï åðåêôåôáìÝíï ìïíôÝëï ìðïñåß íá áíáðáñáóôÞóåé
üëá ôá åßäç ðëÞñïõò êáé ìç ÷ñïíéêÞò ðåñéïäéêÞò ðëçñïöïñßáò.

3 Äéá÷åßñéóç ÐåñéïäéêÞò ×ñïíéêÞò Ðëçñïöïñßáò

Ç äéá÷åßñéóç ðëÞñïõò ðåñéïäéêÞò ÷ñïíéêÞò ðëçñïöïñßáò ðåñéãñÜöåôáé óôï [2].
Èá ðáñïõóéÜóïõìå åäþ ìéá ìüíï (ëüãù Ýêôáóçò) ãëþóóá åðåñùôÞóåùí ãéá
ðëÞñç êáé ìç ðëÞñç ðåñéïäéêÞ ÷ñïíéêÞ ðëçñïöïñßá.

3.1 ÔåëåóôÝò ÅðåñùôÞóåùí

3.1.1 ¸íùóç

Ç Ýíùóç äýï åðåêôÜóåùí ãåíéêåõìÝíùí ó÷Ýóåùí ãßíåôáé áðëÜ åíïðïéþíôáò ôéò
äýï ó÷Ýóåéò êáèþò êáé ôïõò ïëéêïýò ðåñéïñéóìïýò õðïèÝôïíôáò ÷ùñßò âëÜâç
ôçò ãåíéêüôçôáò üôé ïé ìåôáâëçôÝò åßíáé äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò. Óôç óõíÝ-
÷åéá, ìðïñïýìå íá êÜíïõìå áðáëïéöÞ ìåôáâëçôþí ÷ñçóéìïðïéþíôáò ãéá ðáñÜ-
äåéãìá ôïí áëãüñéèìï ôïõ Fourier üðùò ðåñéãñÜöåôáé óôá [6, 3].

3.1.2 ÔïìÞ

Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ôïìÞò äýï åðåêôÜóåùí ãåíéêåõìÝíùí ó÷Ýóåùí åßíáé
÷ñÞóéìïò ï õðïëïãéóìüò ôçò ôïìÞò äýï lrp ([2]. ¸óôù c1 +n1k1 êáé c2 +n2k2

2 lrp êáé k ôï åëÜ÷éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï ôùí {|k1|; |k2|}. Áí õðÜñ÷åé êÜðïéï
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j ∈ [0; (k=k1)− 1] ôÝôïéï ðïõ

c1 − c2
k2

+
jk1

k2

= i ∈ Z

ôüôå ôï áðïôÝëåóìá ôçò ôïìÞò åßíáé

c1 + n1k1 ∩ c2 + n2k2 = c + nk

üðïõ c = c2 + ik2 áëëéþò

c1 + n1k1 ∩ c2 + n2k2 = ∅

Ç ôïìÞ ìéá åðÝêôáóçò ãåíéêåõìÝíçò ó÷Ýóçò åßíáé ç Ýíùóç ôùí ôïìþí ôùí
ãåíéêåõìÝíùí ðëåéÜäùí êáé ç óýæåõîç ôùí ïëéêþí ôïõò ðåñéïñéóìþí. Ç ôïìÞ
äýï ãåíéêåõìÝíùí ðëåéÜäùí Ý÷åé ùò áñ÷éêü óçìåßï ôçí ôïìÞ ôùí äýï áñ÷éêþí
óçìåßùí êáé ùò ôåëéêü ôçí ôïìÞ ôùí äýï ôåëéêþí êáé ðåñéïñéóìü ôç óýæåõîç
ôùí äýï ðåñéïñéóìþí. Åðßóçò ãßíåôáé ìåôïíïìáóßá ìåôáâëçôþí üðïõ ÷ñåéÜæå-
ôáé.

ÐáñÜäåéãìá 3.1.

Áñ÷Þ ÔÝëïò
5n3 5n4 + 2 X1 = X2 − ù1 ∧X1 ≥ 4

Ïëéêüò ðåñéïñéóìüò:

ù1 ≥ 2

Áñ÷Þ ÔÝëïò
1 + 2n1 −4 + 3n2 X1 ≤ X2 ∧X1 ≥ ù1

Ïëéêüò ðåñéïñéóìüò:

ù1 ≤ 5

Ç ôïìÞ ôùí äýï ðáñáðÜíù ó÷Ýóåùí åßíáé:

Áñ÷Þ ÔÝëïò
1 + 2n1 −4 + 3n2 X1 ≤ X2 ∧X1 ≥ ù1 ∧X1 = X2 − ù2 ∧X1 ≥ 4

Ïëéêüò ðåñéïñéóìüò:

ù1 ≤ 5; ù2 ≥ 2
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3.1.3 ÐñïâïëÞ

Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ðñïâïëÞò óå ìéá åðÝêôáóç ãåíéêåõìÝíçò ó÷Ýóçò ìðï-
ñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí áëãüñéèìï ðñïâïëÞò ðïõ ðåñéãñÜöåôáé óôï [2]
ìå ôç äéáöïñÜ üôé ðñÝðåé ìå êÜðïéï ôñüðï íá ÷åéñéóôïýìå ôïí ïëéêü ðåñéïñé-
óìü. ÐåñéãñÜöïõìå ìç öïñìáëéóôéêÜ ìéá éäÝá ãéá ôçí ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò.
×ñçóéìïðïéïýìå áñ÷éêÜ ôïí áëãüñéèìï ôïõ [2] ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ðñïâï-
ëÞò ëáìâÜíïíôáò õðüøçí ìüíï ôá äéáóôÞìáôá ôá ïðïßá áíÞêïõí óå üëïõò ôïõò
ðéèáíïýò êüóìïõò (óßãïõñá äéáóôÞìáôá). Ç ðñïçãïýìåíç äéáäéêáóßá ìðïñåß
íá ðñáãìáôïðïéçèåß äßíïíôáò óôéò ù-ìåôáâëçôÝò ôéò êáôÜëëçëåò áêñáßåò ôé-
ìÝò ôïõò. Ôï áðïôÝëåóìá áíÞêåé óßãïõñá óå üëïõò ôïõò ðéèáíïýò êüóìïõò
ôçò ðñïâïëÞò. Åðßóçò áõôü ôï áðïôÝëåóìá áðïôåëåß Ýíá öñÜãìá ãéá ôéò ù-
ìåôáâëçôÝò. Ôï Üëëï öñÜãìá ôï âñßóêïõìå äßíïíôáò óôéò ù-ìåôáâëçôÝò ôéò
áêñáßåò ôéìÝò ðïõ äåí åß÷áìå áíáèÝóåé ðñïçãïõìÝíùò (ðéèáíÜ äéáóôÞìáôá).

ÐáñÜäåéãìá 3.2. ¸óôù üôé èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå ôçí ðñïâïëÞ óôçí
ðñþôç óôÞëç ãéá ôçí áêüëïõèç ðëåéÜäá:

[4n1 + 3; 8n2 + 1] X1 ≥ X2 ∧X1 ≤ X2 + ù1 ∧X2 ≥ 2

ïëéêüò ðåñéïñéóìüò: 5 ≤ ù1 ≤ 6

Åöáñìüæïíôáò ôïí áëãüñéèìï ôïõ [2] ìåôÜ ôéò áðáñáßôçôåò êáíïíéêïðïéÞ-
óåéò Ý÷ïõìå ãéá ôá óßãïõñá äéáóôÞìáôá:

8n1 + 3 X1 ≥ 11

åíþ ãéá ôá ðéèáíÜ äéáóôÞìáôá:

8n1 + 7 X1 ≥ 15

ïðüôå ôï ôåëéêü áðïôÝëåóìá åßíáé:

[8n1 + 3; 8n1 + 7] X1 ≥ 11×1 = ×2 − ù1

ïëéêüò ðåñéïñéóìüò: 3 ≤ ù1 ≤ 7

Ïé õðüëïéðåò ðñÜîåéò (åðéëïãÞ, êáñôåóéáíü ãéíüìåíï, Ýíùóç) ðáñáëåßðï-
íôáé ëüãù ÷þñïõ êáé ÷ñüíïõ.
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