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Ðåñßëçøç

Óôçí ðáñïýóá åñãáóßá áó÷ïëïýìáóôå ìå ôï online ðñüâëçìá ôçò
áíáæÞôçóçò óôïé÷åßùí óå äõáäéêÜ áõôïñõèìéæüìåíá äÝíäñá áíáæÞôçóçò
êáé ôï åîåôÜæïõìå áðü ôç óêïðéÜ ôçò èåùñßáò áíôáãùíéóìïý. Online
åßíáé Ýíá ðñüâëçìá üôáí äåí ãíùñßæïõìå ôçí åßóïäï åî áñ÷Þò áëëÜ
ìáò äßíåôáé óôáäéáêÜ. ÐáñïõóéÜæïõìå ôïí move-to-root áëãüñéèìï ðïõ
åßíáé È(n)-competitive. Ìéá äïìÞ äåäïìÝíùí ðïõ ðñïôåßíåôáé óôï [4]
åßíáé ôá splay äÝíäñá. Ôá äÝíäñá áõôÜ Ý÷ïõí éäéüôçôåò ðïëëþí ãíùóôþí
äÝíäñùí áíáæÞôçóçò áëëÜ äåí Ý÷åé áðïäåéêôåß üôé åßíáé êáëýôåñá áðü ôá
éóïæõãéóìÝíá äÝíäñá áíáæÞôçóçò. Ç åéêáóßá åßíáé üôé ôá splay äÝíäñá
åßíáé O(1)-competitive.

1 ÅéóáãùãÞ

Ôá äõáäéêÜ äÝíäñá áíáæÞôçóçò áðïôåëïýí Ýíá ðïëý äéáäåäïìÝíï åßäïò äïìþí
äåäïìÝíùí ìå ðëÞèïò åöáñìïãþí. Ìéá õðïêáôçãïñßá ôïõò, ôá éóïæõãéóìÝíá
äõáäéêÜ äÝíäñá áíáæÞôçóçò õðïóôçñßæïõí ðñÜîåéò åðß ôïõ óõíüëïõ ôùí n óôïé-
÷åßùí ôïõò, amortized ÷ñïíéêÞò ðïëõðëïêüôçôáò Ï(log n). Óôçí ðåñßðôùóç
üìùò ðïõ ôï ðñüâëçìá áíáæÞôçóçò åßíáé Üìåóï (online) ôá äÝíäñá áõôÜ äåí
åßíáé âÝëôéóôá.

1.1 ÐåñéãñáöÞ ôïõ ÐñïâëÞìáôïò

Óôçí ðáñïýóá åñãáóßá èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôï ðñüâëçìá ôçò áíáæÞôçóçò óå
äõáäéêÜ áõôïñõèìéæüìåíá äÝíäñá áíáæÞôçóçò. ÅîåôÜæïõìå ôï ðñüâëçìá áðü
ôç óêïðéÜ ôçò èåùñßáò áíôáãùíéóìïý üðïõ ç áðüäïóç åíüò online áëãïñßèìïõ
óõãêñßíåôáé ìå ôçí áðüäïóç ôïõ âÝëôéóôïõ o�ine. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, äåäï-
ìÝíçò ìéáò Üãíùóôçò áêïëïõèßáò áéôÞóåùí óå Ýíá äõáäéêü äÝíäñï áíáæÞôçóçò
ìáò åíäéáöÝñåé ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò ôçò åýñåóçò ôùí óôïé÷åßùí (áéôÞóåùí) óôï
äÝíäñï. ¼óï ðéï ìéêñÞ åßíáé ç áðüóôáóç (ìÞêïò ìïíïðáôéïý) åíüò óôïé÷åßïõ
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áðü ôç ñßæá ôüóï ðéï ãñÞãïñç åßíáé ç åýñåóç ôïõ. ¸íáò áëãüñéèìïò åßíáé
ìåôÜ ôçí áßôçóç ôïõ óôïé÷åßïõ i íá ìåôáêéíïýìå ôï i óôçí ñßæá. Ãéá ôç ìå-
ôáêßíçóç ôïõ óôïé÷åßïõ óôç ñßæá ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôéò ðñÜîåéò
éóïæõãßóìáôïò (áðëÞ (Ó÷Þìá 1 a) êáé äéðëÞ ðåñéóôñïöÞ (Ó÷Þìá 1 c)) ðïõ ÷ñç-
óéìïðïéïýí ôá éóïæõãéóìÝíá äÝíäñá ðïõ üðùò èá äïýìå äåí åßíáé êáëÞ ëýóç
áðü ôç óêïðéÜ ôçò èåùñßáò áíôáãùíéóìïý. Ç ëýóç ðïõ ðñïôÜèçêå óôï [4]
÷ñçóéìïðïéåß ðñÜîåéò ðïõ ðñáãìáôïðïéïýí ðåñéóôñïöÝò æåõãáñéþí ãéá íá ìå-
ôáêéíÞóåé Ýíá óôïé÷åßï óôç ñßæá. Ïé ðñÜîåéò áõôÝò ïíïìÜæïíôáé splay ðñÜîåéò
êáé ôï äÝíäñï ðïõ ôéò õðïóôçñßæåé splay äÝíäñï. Ôï [1] êÜíåé ìéá åðéóêüðçóç
óôéò áõôïñõèìéæüìåíåò äïìÝò äåäïìÝíùí êáé åîåôÜæåé êáé ôá splay äÝíäñá.

1.2 ÉóôïñéêÞ ÁíáäñïìÞ

Ôá éóïæõãéóìÝíá äõáäéêÜ äÝíäñá åßíáé õøïæõãéóìÝíá üðùò ôï AVL-äÝíäñï
(1962), Êüêêéíï-Ìáýñï äÝíäñï (1978), ÂÂ-äÝíäñï (1983) êáé âáñïæõãéóìÝíá
üðùò ôï ÂÂ[a] (1973) äÝíäñï. Ôï 1985 ïé Sleaton êáé Tarjan ðñïôåßíïõí ôï
splay äÝíäñï ôï ïðïßï ÷ñçóéìïðïéåß splay ðñÜîåéò ü÷é ãéá éóïæýãéóìá áëëÜ ãéá
íá åðéôõã÷Üíåé éêáíïðïéçôéêÝò åîõðçñåôÞóåéò íÝùí áéôÞóåùí. Ôï splay äÝíäñï
åéêÜæåôáé üôé Ý÷åé óôáèåñü ëüãï áíôáãùíéóìïý (competitive ratio) áíôßèåôá
ìå ôá ãíùóôÜ éóïæõãéóìÝíá äõáäéêÜ äÝíäñá. Ç åéêáóßá (Dynamic Optimality
Conjecture) üìùò áõôÞ äåí Ý÷åé áðïäåé÷èåß ïýôå áðïññéöèåß ìÝ÷ñé óÞìåñá êáé
ðáñáìÝíåé ôï ðéï âáóéêü áíïé÷ôü ðñüâëçìá óôçí ðåñéï÷Þ.

Ç áíôßóôïé÷ç Ýñåõíá ðÜíù óôï ðñüâëçìá Ý÷åé äçìéïõñãÞóåé ìéá óåéñÜ áðü
óõó÷åôéæüìåíåò ìå ôçí âáóéêÞ åéêáóßåò áëëÜ êáé êÜðïéá áðïôåëÝóìáôá ó÷å-
ôéêÜ ìå õðïðåñéðôþóåéò ôïõ ãåíéêïý ðñïâëÞìáôïò åîåôÜæïíôáò åéäéêÝò ðåñé-
ðôþóåéò áêïëïõèéþí áéôÞóåùí. Åðßóçò ï Cole óôá [2, 3] åðÝäåéîå ôçí åéêáóßá
ôïõ dynamic �nger.

Óôï [7] ðáñïõóéÜæåôáé ìéá ðáñáëëáãÞ ôùí splay äÝíäñùí ôá multi-splay
äÝíäñá ôá ïðïßá Ý÷ïõí ëüãï áíôáãùíéóìïý Ï(log log n) êáé amortized ÷ñïíéêÞ
ðïëõðëïêüôçôá Ï(log n).

1.3 Ó÷åôéêÝò Äçìïóéåýóåéò

Óôç âáóéêÞ äçìïóßåõóç ôùí Sleaton êáé Tarjan [4] áðïäåéêíýåôáé üôé ï áðï-
óâçóìÝíïò ÷ñüíïò ôùí splay ðñÜîåùí óå Ýíá äõáäéêü äÝíäñï n êüìâùí åßíáé
3 log n+ 1 ðïõ óõíåðÜãåôáé ëüãï áíôáãùíéóìïý ôùí splay äÝíäñùí Ï(log n).
Åðßóçò áðïäåéêíýïíôáé ìéá óåéñÜ áðü éäéüôçôåò ôïõ splay äÝíäñïõ.

Balanced Ôï splay äÝíäñï ìåôÜ áðü ìéá óåéñÜ áðü ðñïóðåëÜóåéò, åßíáé ôüóï
áðïäïôéêü üóï êáé Ýíá éóïæõãéóìÝíï äõáäéêü äÝíäñï.
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Static Optimality Ôï splay äÝíäñï äåäïìÝíçò ìéáò áêïëïõèßáò áéôÞóåùí
åßíáé ôüóï áðïäïôéêü üóï ôï âÝëôéóôï óôáôéêü äõáäéêü äÝíäñï.

Static Finger Ãéá Ýíá óôáèåñïðïéçìÝíï óôïé÷åßï s ôï splay äÝíäñï õðïóôç-
ñßæåé ðñïóðåëÜóåéò óôçí ãåéôïíéêÞ ðåñéï÷Þ ôïõ s ìå ôçí ßäéá áðïäïôéêü-
ôçôá ìå ôá �nger äÝíäñá áíáæÞôçóçò∗.

Working Set Ï ÷ñüíïò ðñïóðÝëáóçò Ýíïò óôïé÷åßïõ i óå Ýíá splay äÝíäñï
åßíáé ßóïò ìå ôï ëïãÜñéèìï ôïõ 1 óõí ôï ðëÞèïõò ôùí äéáöïñåôéêþí óôïé-
÷åßùí ðïõ åß÷áí ðñïóðåëáóôåß ìåôáîý ôùí äýï ôåëåõôáßùí ðñïóðåëÜóåùí
ôïõ i. Ìéá Üëëç óêïðéÜ áðü ôçí áðü ôçí ïðïßá ìðïñïýìå íá åîåôÜóïõìå
áõôÞ ôçí éäéüôçôá óõíïøßæåôáé óôçí åîÞò ðáñáôÞñçóç: ¼ôáí Ýíá óôïé-
÷åßï ðñïóðåëáóôåß ôï êüóôïò ôçò åðüìåíçò ðñïóðÝëáóçò ôïõ áõîÜíåé
ëïãáñéèìéêÜ ìå ôï ðëÞèïò ôùí äéáöïñåôéêþí óôïé÷åßùí ðïõ ðñïóðåëáý-
íïíôáé.

1.4 ÁíïéêôÜ ÐñïâëÞìáôá

Ç âáóéêÞ åéêáóßá ãéá ôá splay äÝíäñá áðïôåëåß êáé ôï êýñéï áíïéêôü ðñüâëçìá.

Åéêáóßá 1.1 (Dynamic Optimality [4]) Ôï splay äÝíäñï åßíáé Ý÷åé ëüãï
áíôáãùíéóìïý Ï(1).

H Üëëç åéêáóßá ðïõ åßíáé õðïðåñßðôùóç ôçò ðñïçãïýìåíçò áëëÜ ðáñáìÝíåé
åðßóçò áíïéêôÞ åßíáé ç åîÞò.

Åéêáóßá 1.2 (Traversal [4]) ¸óôù Ô1, Ô2 äýï äõáäéêÜ äÝíäñá áíáæÞôçóçò
ìå n áêñéâþò ßäéïõò êüìâïõò ôï êáèÝíá. ¸óôù üôé ðñïóðåëáýíïõìå ôïõò
êüìâïõò ôïõ Ô1 ìå âÜóç ôçí ðñïäéÜôáîç ôïõò óôï Ô2, êáé åöáñìüæïõìå óå
áõôïýò ôéò splay ðñÜîåéò ôüôå ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò ðñïóðÝëáóçò åßíáé Ï(n).

¸óôù ç áíáðáñÜóôáóç ìéáò äéðëÞò ïõñÜò Q áðü Ýíá äõáäéêü äÝíäñï T óôï
ïðïßï ï i-ïóôüò êüìâïò ôïõ óå óõììåôñéêÞ äéÜôáîç åßíáé ôï i-ïóôü óôïé÷åßï
ôçò ïõñÜò Q. ×ñçóéìïðïéþíôáò splay ðñÜîåéò ãéá íá õëïðïéÞóïõìå ôéò ðñÜîåéò
ôçò Q Ý÷ïõìå (ïñßæïõìå ôçí åéóáãùãÞ êáé êáé åîáãùãÞ áðü ôç ìéá Üêñç ôçò
ïõñÜò. Ç Üëëç ðåñßðôùóç åßíáé óõììåôñéêÞ.) :

POP Åöáñìüæïõìå splay ðñÜîåéò óôï ìéêñüôåñï êüìâï ôïõ Ô êáé ôïí áöáé-
ñïýìå áðü ôï Ô.

∗¸íá äáêôõëïäåéêôïýìåíï (�nger) äÝíäñï áíáæÞôçóçò áðïèçêåýåé ìéá ëßóôá óôïé÷åßùí
óôá öýëëá ôïõ êáé ïé åíäéÜìåóïé êüìâïé åßíáé âïçèçôéêïß. ¸÷åé ôçí éäéüôçôá íá åðéôõã÷Üíåé
ãñÞãïñåò áíáæçôÞóåéò êïíôÜ óôï ôÝëïò Þ óôçí áñ÷Þ ôçò ëßóôáò. Åéäéêüôåñá ç áíáæÞôçóç
åíüò óôïé÷åßïõ ðïõ áðÝ÷åé áðüóôáóç d áðü ôçí áñ÷Þ Þ ôï ôÝëïò ôçò ëßóôáò ãßíåôáé óå ÷ñüíï
Ï(log d).
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PUSH Ï êüìâïò ðïõ åéóÜãåôáé ãßíåôáé ç íÝá ñßæá ôïõ Ô ìå áñéóôåñü ðáéäß
êåíü êáé äåîß ðáéäß ôçí ðáëéÜ ñßæá.

Åéêáóßá 1.3 (Deque [6]) Ôï êüóôïò ôçò åêôÝëåóçò ìéáò áêïëïõèßáò m
ðñÜîåùí äéðëÞò ïõñÜò óå Ýíá ïðïéïäÞðïôå äõáäéêü äÝíäñï n êüìâùí ÷ñçóé-
ìïðïéþíôáò splay ðñÜîåéò åßíáé Ï(m+ n).

2 Ïñéóìüò ôïõ ÐñïâëÞìáôïò

¸óôù äõáäéêü äÝíäñï åýñåóçò T ìå n êüìâïõò-óôïé÷åßá 1; 2; : : : ; n áñéèìç-
ìÝíá ìå âÜóç ôç óõììåôñéêÞ äéÜôáîç êáé ìéá áêïëïõèßá ó áðü m áéôÞóåéò
êÜðïéùí óôïé÷åßùí ôïõ Ô. Ç áêïëïõèßá áéôÞóåùí åßíáé Üãíùóôç. Óå êÜèå áß-
ôçóç åíüò óôïé÷åßïõ i ïñßæïõìå ùò êüóôïò áßôçóçò ôï âÜèïò d(i) ôïõ êüìâïõ
i óôï äÝíäñï. ÌåôÜ áðü ôçí éêáíïðïßçóç ôçò áßôçóçò ìðïñïýìå íá åêôåëÝ-
óïõìå åðáíáæõãéóôéêÝò ðñÜîåéò óôï Ô áõèáßñåôïõ ðëÞèïõò ìå óôáèåñü êüóôïò.
Óêïðüò åßíáé ç äçìéïõñãßá åíüò online áëãïñßèìïõ ðïõ íá åëá÷éóôïðïéåß ôï
óõíïëéêü êüóôïò ôùí m áéôÞóåùí. Ãéá ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ôïõ êüóôïõò, óå
êÜèå áßôçóç åíüò óôïé÷åßïõ i èÝëïõìå ôï óôïé÷åßï i íá âñßóêåôáé üóï ðéï êïíôÜ
ãßíåôáé óôç ñßæá. Áðü ôçí óêïðéÜ ôçò èåùñßáò áíôáãùíéóìïý, ç áðüäïóç ôïõ
online áëãïñßèìïõ (ëüãïò áíôáãùíéóìïý - coordination ratio(CR)) ïñßæåôáé
ùò ôï ðçëßêï ôïõ êüóôïõò ôïõ online áëãïñßèìïõ ðñïò ôï êüóôïò ôïõ o�ine
áëãïñßèìïõ, ï ïðïßïò ãíùñßæåé åî áñ÷Þò ôçí áêïëïõèßá áéôÞóåùí. Ðéï óõãêå-
êñéìÝíá ëÝìå üôé Ýíáò online áëãüñéèìïò åßíáé CR-áíôáãùíéóôéêüò üôáí éó÷ýåé
ãéá êÜèå áêïëïõèßá ïðïéïõäÞðïôå ìÞêïõò costonline(ó) ≤ CR·costoffline(ó)+k
üðïõ k ìéá óôáèåñÜ.

ÊÜèå éóïæõãéóìÝíï äõáäéêü äÝíäñï åßíáé O(log n)-áíôáãùíéóôéêü áöïý äéá-
ôçñåß ìÝãéóôï ýøïò Ï(log n). Åíäéáöåñüìáóôå ãéá äÝíäñá ðïõ åêôåëïýí ìéá
óåéñÜ áðü ðñÜîåéò áíÜìåóá óôéò éêáíïðïéÞóåéò ôùí áéôÞóåùí ðñïóðáèþíôáò íá
éêáíïðïéÞóïõí áðïäïôéêÜ ôéò ìåëëïíôéêÝò áéôÞóåéò. Ôá äÝíäñá áõôÜ ïíïìÜæï-
íôáé áõôïñõèìéæüìåíá (self-organizing). ¸íáò áëãüñéèìïò ãéá áõôïñõèìéæü-
ìåíá äÝíäñá ðïõ ðñïêýðôåé ùò öõóéêÞ óõíÝðåéá ôïõ áëãïñßèìïõ move-to-front
ðïõ åßíáé âÝëôéóôïò ãéá ôï ðñüâëçìá ôçò ëßóôáò [1] åßíáé ï move-to-root üðïõ
ìåôÜ áðü ôçí éêáíïðïßçóç ìéáò áßôçóçò ôïõ óôïé÷åßïõ i, ìåôáêéíåß ôï i óôç
ñßæá. Ôï ðñüâëçìá ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé £ôé ðñÜîåéò èá ÷ñçóéìïðïéÞóåé ï áëãü-
ñéèìïò ãéá íá ìåôáêéíÞóåé Ýíá óôïé÷åßï óôç ñßæá¤. Áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé ïé
ðñÜîåéò ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åßíáé õðåýèõíåò ãéá ôçí âÜèïò ôïõ äÝíäñïõ
ìåôÜ áðü ìéá óõãêåêñéìÝíç óåéñÜ áéôÞóåùí.

Ìéá ëýóç åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åðáíáæõãéóôéêÝò ðñÜîåéò ìïíÞò êáé
äéðëÞò ðåñéóôñïöÞò (Ó÷Þìá 1 a,c) üìïéåò ìå ôùí õøïæõãéóìÝíùí äÝíäñùí. Ç
ëýóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß áõôÝò ôéò ðñÜîåéò äåí åßíáé áðïäïôéêÞ õðü ôç óêïðéÜ ôçò
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èåùñßáò áíôáãùíéóìïý áöïý ìðïñåß íá óõìâåß ôï åîÞò óåíÜñéï ðïõ áðïôåëåß
êáé Ýíá êÜôù öñÜãìá ãéá ôçí áðüäïóç ôïõ áëãïñßèìïõ:

¸óôù ók = 1; 2; : : : ; n ç áêïëïõèßá áéôÞóåùí ðïõ ðåñéëáìâÜíåé
ôçí õðïáêïëïõèßá áéôÞóåùí 1; 2; : : : ; n k öïñÝò. Ôüôå ìåôÜ ôçí
éêáíïðïßçóç ôùí ðñþôùí n áéôÞóåùí ìå êüóôïò ôïõëÜ÷éóôïí n,
ôï äÝíäñï èá Ý÷åé åêöõëéóôåß óå Ýíá áñéóôåñü ìïíïðÜôé ìå ñßæá ôï
óôïé÷åßï n êáé ìïíáäéêü öýëëï ôï óôïé÷åßï 1. Óôç óõíÝ÷åéá êÜèå
áßôçóç èá Ý÷åé êüóôïò n ïðüôå ôï amortized êüóôïò ôçò áßôçóçò
èá ôåßíåé n ãéá ìåãÜëï k.

BÝëôéóôïò o�ine. ¸íáò âÝëôéóôïò o�ine áëãüñéèìïò ãéá ôçí áêïëïõèßá
áéôÞóåùí ók = 1; 2; : : : ; n áñ÷éêÜ åêöõëßæåé óå n− 1 âÞìáôá ôï äÝíäñï Ô óå
Ýíá äåîß ìïíïðÜôé ìå ñßæá ôï óôïé÷åßï 1 êáé ìïíáäéêü öýëëï ôï óôïé÷åßï n.
Óôç óõíÝ÷åéá, ï áëãüñéèìïò éêáíïðïéåß êÜèå áßôçóç êáé åêôåëåß ìéá áñéóôåñÞ
ðåñéóôñïöÞ. Ôï êüóôïò êÜèå áßôçóçò èá åßíáé 1 áöïý ôï áéôïýìåíï óôïé-
÷åßï èá âñßóêåôáé óôç ñßæá. Áõôü ìðïñïýìå íá ôï äïýìå åðáãùãéêÜ ùò åîÞò:
óôçí ðñþôç áßôçóç ôï óôïé÷åßï 1 åßíáé óôç ñßæá êáé ç áñéóôåñÞ ðåñéóôñïöÞ†

ìåôáöÝñåé óôç ñßæá ôï óôïé÷åßï 2. ÃåíéêÜ óôçí áßôçóç ôïõ óôïé÷åßïõ i ôï i
èá âñßóêåôáé óôç ñßæá êáé ìå ìéá áñéóôåñÞ ðåñéóôñïöÞ ìåôáöÝñåôáé ôï i + 1
óôç ñßæá ðïõ åßíáé ôï åðüìåíï áéôïýìåíï óôïé÷åßï. Óýìöùíá ìå ôçí ðáñá-
ðÜíù áíÜëõóç ôï óõíïëéêü êüóôïò ôçò áêïëïõèßáò áéôÞóåùí ó = 1; 2; : : : ; n
èá åßíáé 2n − 1 ïðüôå ôï amortized êüóôïò ôçò ìéáò áßôçóçò èá åßíáé 2 − 1

n
.

Ôï áðïôÝëåóìá áõôü éó÷ýåé ãéá ïðïéïäÞðïôå k êáèþò èá åöáñìüóïõìå ôçí
ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá k öïñÝò.

ÐáñáôÞñçóç. Ï áëãüñéèìïò move-to-root ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß åðáíáæõãéóôé-
êÝò ðñÜîåéò áðëÞò êáé äéðëÞò ðåñéóôñïöÞò Ý÷åé ëüãï áíôáãùíéóìïý È(n).

3 Splay ÄÝíäñá

¼ðùò åßäáìå ïé åðáíáæõãéóôéêÝò ðñÜîåéò ìå ôïí áëãüñéèìï move-to-root äåí
Ý÷ïõí óôáèåñü ëüãï áíôáãùíéóìïý. Ïé Sleator êáé Tarjan óôï [4] ðñïôåß-
íïõí ìéá äïìÞ äåäïìÝíùí ðïõ õðïóôçñßæåé 3 åéäþí åðáíáæõãéóôéêÝò ðñÜîåéò.
Ç äïìÞ áõôÞ ïíïìÜæåôáé splay äÝíäñï. Ïé ðñÜîåéò ðïõ õðïóôçñßæåé ôï splay
äÝíäñï (splay ðñÜîåéò) åßíáé ïé ç áðëÞ (zig) êáé äéðëÞ ðåñéóôñïöÞ (zig-zag) êáé
åðéðëÝïí ìéá ðñÜîç ðïõ ïíïìÜæåôáé zig-zig êáé áíôéóôïé÷åß óå 2 áðëÝò ðåñé-
óôñïöÝò. Ç äéáäéêáóßá ìåôáêßíçóçò åíüò êüìâïõ óôç ñßæá ìå splay ðñÜîåéò
ïíïìÜæåôáé splaying. Ôï splaying áðïôåëåßôáé áðü ðñÜîåéò zig-zag êáé zig-zig

†Ç áñéóôåñÞ ðåñéóôñïöÞ åßíáé óõììåôñéêÞ ôçò äåîéÜò ðïõ öáßíåôáé óôï ó÷Þìá 1 a)
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Ó÷Þìá 1: Ïé 3 splay ðñÜîåéò: (a) Zig: áðëÞ ðåñéóôñïöÞ (b) zig-zig: 2 áðëÝò
ðåñéóôñïöÝò (c) zig-zag: äéðëÞ ðåñéóôñïöÞ

ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé áíÜëïãá ìå ôçí ðåñßðôùóç üðùò öáßíåôáé óôï ó÷Þìá
1 êáé óôï ôåëåõôáßï âÞìá åêôåëåß ìéá ðñÜîç zig áí ôï ìïíïðÜôé Ý÷åé ðåñéôôü
ìÞêïò. Ç zig-zig ðñÜîç äéáéóèçôéêÜ ïäçãåß óå ðéï éóïæõãéóìÝíá äÝíäñá áðï-
ôñÝðïíôáò ôç äçìéïõñãßá ìåãÜëùí óå ìÞêïò ìïíïðáôéþí óå ðåñéðôþóåéò üðùò
áõôÞ óôçí åíüôçôá 2 ðïõ ç áêïëïõèßá áéôÞóåùí ók = 1; 2; : : : ; n ïäÞãçóå óå
ìç óôáèåñü ëüãï áíôáãùíéóìïý.

¢íù ÖñÜãìá. Âñßóêïõìå Üíù öñÜãìáôá óôï amortized êüóôïò ôçò áßôç-
óçò åíüò êüìâïõ ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ôå÷íéêÞ ôùí óõíáñôÞóåùí äõíáìéêïý.
ÓõíïðôéêÜ ìéá óõíÜñôçóç äõíáìéêïý Ö áíôéóôïé÷ßæåé êÜèå äõíáôü óôéãìéüôõðï
ôïõ ðñïâëÞìáôïò ìå Ýíá äõíáìéêü ðïõ åßíáé Ýíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò. Áí
ïñßóïõìå aj = costj + Öj − Öj−1 üðïõ costj ôï êüóôïò ôçò áßôçóçò j êáé Öj

ôï äõíáìéêü ìåôÜ áðü ôçí áßôçóç j. ÃåíéêÜ óõìâïëßæïõìå Ö;Ö′ ôï äõíáìéêü
ðñéí êáé ìåôÜ áðü ìéá ðñÜîç splay. Áèñïßæïíôáò ôá aj ãéá üëåò ôéò m áéôÞóåéò
Ý÷ïõìå

∑
aj =

∑
costj + Öm − Ö0 êáé áí Ö0 ≤ Öm ôüôå

∑
costj ≤

∑
aj

ïðüôå ôï
∑

aj åßíáé Ýíá Üíù öñÜãìá óôï óõíïëéêü êüóôïò.

ÓõíÜñôçóç Äõíáìéêïý. Óå êÜèå êüìâï i áíôéóôïé÷ßæïõìå Ýíá èåôéêü âÜ-
ñïò wi. Ïñßæïõìå si ôï Üèñïéóìá ôùí âáñþí óôï õðïäÝíäñï ìå ñßæá ôï i,
ri = log si êáé óõíÜñôçóç äõíáìéêïý Ö =

∑
1≤i≤n ri. Éó÷ýåé ôï åðüìåíï
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ëÞììá.

ËÞììá 3.1 (Access Lemma[4]) Ôï êüóôïò ôçò áßôçóçò óôïí êüìâï x åß-
íáé ôï ðïëý 3(rt − rx) + 1 üðïõ t ç ñßæá ôïõ äÝíäñïõ.

Áðüäåéîç: Èá öñÜîïõìå ôï aj = costj +Öj −Öj−1 ãéá êÜèå splay ðñÜîç.
×ñçóéìïðïéïýìå éäéüôçôåò ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôï ó÷Þìá 1 êáèþò êáé ôçí åîÞò
éäéüôçôá ôùí ëïãáñßèìùí:

max
x+y≤1
x;y≥0

(log x+ log y) = −2 (1)

Èá äåßîïõìå üôé éó÷ýåé ãéá ôçí zig-zig êáé ïìïßùò áðïäåéêíýåôáé êáé ãéá ôéò
Üëëåò 2.

zig Éó÷ýåé üôé cost+ Ö′ − Ö ≤ 1 + r′x − rx

zig-zig Áöïý Ý÷ïõìå äýï ðåñéóôñïöÝò ôï cost=2 êáé åðåéäÞ áëëÜæåé ìüíï ôï
r ôùí êüìâùí ðïõ óõììåôÝ÷ïõí óôçí ðñÜîç éó÷ýåé Ö′ − Ö = r′x + r′y +
r′z − rx − ry − rz. Áðü ó÷Þìá 1 b öáßíåôáé üôé r′x = rz, r

′
x ≥ r′y êáé

ry ≥ rx. Áðü üëá ôá ðáñáðÜíù éó÷ýåé cost+Ö′−Ö ≤ 2 + r′x + r′z − 2rx
ôï ïðïßï èÝëïõìå íá åßíáé ôï ðïëý 3(r′x − rx) äçëáäÞ 2r′x − r′z − rx ≥ 2.
¼ìùò ìå âÜóç ôçí ó÷Ýóç (1) êáé üôé sx + s′z ≤ s′x Ý÷ïõìå r′z + rx −
2r′x = (log sx − log s′x) + (log s′z − log s′x) = log sx

s′x
+ log sz

s′x
≤ −2 ïðüôå

cost+ Ö′ − Ö ≤ 3(r′x − rx).

zig-zag Éó÷ýåé üôé cost+ Ö′ − Ö ≤ 2(r′x − rx)

Áðü ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá óõìðåñáßíïõìå üôé Ýíá ãåíéêü Üíù öñÜãìá
êáé ãéá ôéò 3 ðñÜîåéò åßíáé ôï 3(rt − rx) + 1. Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé ç ðéï
£áêñéâÞ¤ ðñÜîç åßíáé ç zig-zig ðïõ åßíáé êáé ç ðñÜîç ðïõ äéá÷ùñßæåé ôï splay
äÝíäñï áðü ôá éóïæõãéóìÝíá äÝíäñá. 2

Éäéüôçôåò Splay ÄÝíäñùí. Ãéá äéáöïñåôéêÝò áíáèÝóåéò âáñþí wi óôïõò
êüìâïõò ôïõ äÝíäñïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óôï [4] äéáöïñåôéêÝò éäéüôçôåò ôùí splay
äÝíäñùí. Óôç óõíÝ÷åéá ðáñïõóéÜæïõìå êáé áðïäåéêíýïõìå áõôÝò ôéò éäéüôçôåò
ôùí splay äÝíäñùí (âë.åðßóçò åíüôçôá 1.3).

Èåþñçìá 3.2 (Balance [4]) Óå Ýíá splay äÝíäñï n êüìâùí, ìéá áêïëïõèßá
m ðñïóðåëÜóåùí Ý÷åé óõíïëéêü ÷ñüíï ðñïóðÝëáóçò Ï((m+ n) log n+m).



3. Splay ÄÝíäñá 8

Áðüäåéîç: ÅðéëÝãïõìå âÜñç wi = 1=n ãéá êÜèå êüìâï êáé ïñßæïõìå W =∑n

i=1 wi = 1 ôï Üèñïéóìá ôùí âáñþí ôùí êüìâùí. Óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 3.1
ôï êüóôïò ìéáò ðñïóðÝëáóçò öñÜóóåôáé áðü 3(rt − rx) + 1 = 3 log st

sx
+ 1 =

3 log W∑
i∈Tx wi

+1≤ 3 log W
wi

+1 = 3 log n+1 üðïõ t ç ñßæá ôïõ äÝíäñïõ êáé Ôx ôï

õðïäÝíäñï ìå ñßæá x. Ïðüôå ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò ðñïóðÝëáóçò ôçò áêïëïõèßáò
èá åßíáé m(3 log n + 1) + Öm − Ö0 ≤ m(3 log n + 1) + n log n. Ç ôåëåõôáßá
áíéóüôçôá ðñïêýðôåé áöïý ãéá ôç ìåßùóç äõíáìéêïý éó÷ýåé wi ≤ si ≤ W ⇒
1 ≤ si

wi
≤ W

wi
⇒ 0 ≤ log si

wi
≤ logWwi ⇒ log si − logwi ≤ log W

wi
≤ n log n êáé

ôï èåþñçìá Ýðåôáé. 2

Èåþñçìá 3.3 (Static Optimality[4]) Óå Ýíá splay äÝíäñï n êüìâùí, áí
êÜèå êüìâïò i ðñïóðåëáýíåôáé ôïõëÜ÷éóôïí ìéá öïñÜ ìå óõ÷íüôçôá f(i) ôüôå
ìéá áêïëïõèßá m ðñïóðåëÜóåùí Ý÷åé óõíïëéêü ÷ñüíï ðñïóðÝëáóçò

O
(
m+

∑n

i=1 f(i) log
(

m
f(i)

))
Áðüäåéîç: ÅðéëÝãïõìå âÜñç wi = f(i)=m ãéá êÜèå êüìâï êáé W = 1.

¼ìïéá ìå ôçí áíÜëõóç ôïõ èåùñÞìáôïò 3.2 Ý÷ïõìå ôï êüóôïò ìéáò ðñïóðÝëá-
óçò íá öñÜóóåôáé áðü 3 log(m=f(i)) + 1 êáé ìåßùóç äõíáìéêïý åßíáé ôï ðïëý∑n

i=1 log m
f(i)

ïðüôå ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò ðñïóðÝëáóçò ôçò áêïëïõèßáò èá åßíáé∑n

i=1 f(i)(3 log m
f(i)

+1)+
∑n

i=1 log m
f(i)

=
∑n

i=1 3f(i) log m
f(i)

+
∑n

i=1 log m
f(i)

+m
êáé ôï èåþñçìá Ýðåôáé. 2

Èåþñçìá 3.4 (Static Finger[4]) Óå Ýíá splay äÝíäñï n êüìâùí, ìéá áêï-
ëïõèßá m ðñïóðåëÜóåùí i1; i2; : : : ; im, üðïõ Ý÷ïõìå áñéèìÞóåé ôá óôïé÷åßá áðü
1 ìÝ÷ñé n ìå âÜóç ôç óõììåôñéêÞ äéÜôáîç êáé s Ýíá óôáèåñü óôïé÷åßï, Ý÷åé
óõíïëéêü ÷ñüíï ðñïóðÝëáóçò

O(n log n+m+
∑m

k=1 log(|ik − s|+ 1))

Áðüäåéîç: ÅðéëÝãïõìå wi = 1
(|i−s|+1)2

ïðüôå W =
∑n

i=1
1

((|i−s|+1)2
≤

2
∑∞

k=1
1
k2 = O(1) áöïý ôï s åßíáé óôáèåñü óçìåßï. ¼ìïéá ìå ôçí áíÜëõóç

ôïõ èåùñÞìáôïò 3.2 Ý÷ïõìå ôï êüóôïò ôçò k ðñïóðÝëáóçò íá öñÜóóåôáé áðü
6 log(|ik − s| + 1) + 1 êáé ç ìåßùóç äõíáìéêïý åßíáé ôï ðïëý 2

∑n

i=1 log n =
2n log n áöïý wi ≤ 1=n2 êáé ôï èåþñçìá Ýðåôáé. 2

Ãéá ôç äéáôýðùóç ôïõ åðüìåíïõ èåùñÞìáôïò èá ÷ñåéáóôïýìå ðñþôá ôïõò
åîÞò ïñéóìïýò. ¸óôù 1; : : : ;m ïé ðñïóâÜóåéò ìå ôç óåéñÜ ðïõ ðñïêýðôïõí.
¸óôù üôé óôçí j ðñüóâáóç ðñïóðåëáýíïõìå ôï óôïé÷åßï i, ïñßæïõìå t(j) ôï
ðëÞèïò ôùí äéáöïñåôéêþí óôïé÷åßùí ðïõ ðñïóðåëÜóôçêáí óôï ÷ñïíéêü äéÜ-
óôçìá ìåôáîý ôùí 2 ôåëåõôáßùí ðñïóðåëÜóåùí ôïõ óôïé÷åßïõ i. Áí ôï i ðñï-
óðåëÜóôçêå ãéá ðñþôç öïñÜ óôçí ðñïóðÝëáóç j ôüôå t(j) ôï ðëÞèïò ôùí äéá-
öïñåôéêþí óôïé÷åßùí ðïõ ðñïóðåëÜóôçêáí óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá ìåôáîý ôçò
ðñþôçò ðñïóðÝëáóçò êáé ôçò ðñïóðÝëáóçò j.
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Èåþñçìá 3.5 (Working Set[4]) Óå Ýíá splay äÝíäñï n êüìâùí, ìéá áêï-
ëïõèßá m ðñïóðåëÜóåùí üðïõ Ý÷ïõìå áñéèìÞóåé ôá óôïé÷åßá áðü 1 ìÝ÷ñé n
ìå âÜóç ôç óõììåôñéêÞ äéÜôáîç Ý÷åé óõíïëéêü ÷ñüíï ðñïóðÝëáóçò

O(n log n+m+
∑m

j=1 log(t(j) + 1))

Áðüäåéîç: ÁíáèÝôïõìå ôá âÜñç 1; 1=4; 1=9; : : : ; 1=n2 óôïõò êüìâïõò ìå
âÜóç ôçí óåéñÜ ôùí ðñïóðåëÜóåùí. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ï ðéï ðñüóöáôá ðñï-
óðåëÜóéìïò êüìâïò Ý÷åé âÜñïò 1 êáé ïé êüìâïé ðïõ äåí Ý÷ïõí ðñïóðåëáóôåß
êáèüëïõ Ý÷ïõí ôá ìéêñüôåñá âÜñç. ¸óôù ìéá ðñïóðÝëáóç j êáé i ï êüìâïò
ìå âÜñïò wi ðïõ ðñïóðåëáýíåôáé ôüôå êÜèå êüìâïò k ìå âÜñïò wk > wi èá
áðïêôÞóåé âÜñïò w′

k = 1√
1
wk

+1
êáé ï i èá áðïêôÞóåé âÜñïò 1. Ðáñáôçñïýìå üôé

ãéá êÜèå êüìâï i áí ôï i åßíáé ç ñßæá ôüôå ôï si =
∑

i=1 n1=i2 êáé ðáñáìÝíåé
óôáèåñü êáôÜ ôçí áêïëïõèßá ôùí áéôÞóåùí. Áí ôï i åßíáé êÜðïéïò åóùôåñéêüò
êüìâïò ôüôå ôï si ìåéþíåôáé Þ ðáñáìÝíåé óôáèåñü êáèþò óå êÜèå áßôçóç ôï
ìüíï âÜñïò ðïõ áõîÜíåôáé åßíáé áýôï ôïõ óôïé÷åßïõ ðïõ áíåâáßíåé óôçí ñßæá.
Óõìðåñáßíïõìå üôé ïé áíáêáôáôÜîåéò óôá âÜñç ìåéþíïõí Þ äéáôçñïýí óôáèåñü
ôï äõíáìéêü.

Áðü ôá ðáñáðÜíù áëëÜ êáé ìå ðáñüìïéá áíÜëõóç ìå ôéò áðïäåßîåéò ôùí
ðñïçãïýìåíùí èåùñÞìáôùí Ý÷ïõìå W =

∑n

i=1 1=k2 = O(1). ÊáôÜ ôçí j
ðñïóðÝëáóç ôï óôïé÷åßïõ i ðïõ ðñïóðåëáýíåôáé Ý÷åé âÜñïò wi = 1

(t(j)+1)2
áöïý

áíÜìåóá óå 2 ðñïóâÜóåéò ôïõ i ç âÜóç ôïõ ðáñïíïìáóôÞ áõîÜíåé êáôÜ 1
ãéá êÜèå äéáöïñåôéêü óôïé÷åßï ðïõ ðñïóðåëáýíåôáé. Ôï óõíïëéêü êüóôïò ôùí
ðñïóðåëÜóåùí åßíáé O(

∑m

j=1 log(t(j)+1)). Ç ìåßùóç äõíáìéêïý åßíáé ôï ðïëý∑n

i=1 log W
wi

=
∑n

i=1 log(t(j)+1)2 = O(n log n) áöïý t(j) ≤ n êáé ôï èåþñçìá
Ýðåôáé. 2

4 ÅéäéêÝò Ðåñéðôþóåéò Splay ÄÝíäñùí

¼ðùò áíáöÝñåôáé êáé óôçí åíüôçôá 1.4 ï ëüãïò áíôáãùíéóìïý ôïõ splay äÝí-
äñïõ åéêÜæåôáé üôé åßíáé óôáèåñüò áëëÜ äåí Ý÷åé áðïäåé÷èåß. Óôçí ðáñïýóá
åíüôçôá áíáöÝñïõìå óõíïðôéêÜ êÜðïéá èåùñÞìáôá ðïõ áðïäåéêíýïõí êÜðïéåò
åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ôùí áíïéêôþí ðñïâëçìÜôùí óôçí ðåñéï÷Þ ôùí splay äÝí-
äñùí.

Áñ÷éêÜ åîåôÜæåôáé ç áðüäïóç ôïõ splay äÝíäñïõ ãéá ôçí áêïëïõèßá áéôÞ-
óåùí ó = 1; : : : ; n ôçí ïðïßá ï âÝëôéóôïò o�ine áëãüñéèìïò éêáíïðïéåß óå
÷ñüíï 2n− 1 (åíüôçôá 2). Ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá äåß÷íåé üôé ãéá ôçí óõãêå-
êñéìÝíç áêïëïõèßá ôï splay äÝíäñï åßíáé âÝëôéóôï.

Èåþñçìá 4.1 (Scanning [4, 5]) Óå Ýíá splay äÝíäñï n êüìâùí, ìéá áêï-
ëïõèßá n ðñïóðåëÜóåùí ðïõ ðñïóðåëáýíåé Ýíá äéáöïñåôéêü óôïé÷åßï êÜèå öïñÜ
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ìå âÜóç ôç óõììåôñéêÞ äéÜôáîç Ý÷åé óõíïëéêü ÷ñüíï ðñïóðÝëáóçò Ï(n).

Ó÷åôéêÜ ìå ôçí åéêáóßá ôçò äéðëÞò ïõñÜò áðïäåéêíýåôáé ôï åîÞò èåþñçìá
ãéá ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ïé ðñÜîåéò óôçí ïõñÜ åßíáé ìüíï POP, PUSH
êáé INJECT.

Èåþñçìá 4.2 ([6]) Ìéá áêïëïõèßá m ïðïéùíäÞðïôå ðñÜîåùí POP, PUSH
êáé INJECT óå ìéá äéðëÞ ïõñÜ õëïðïéçìÝíç ìå Ýíá splay äÝíäñï ðïõ ðåñéÝ÷åé
áñ÷éêÜ n êüìâïõò Ý÷åé óõíïëéêü ÷ñüíï åêôÝëåóçò O(n+m).

Ôï åðüìåíï èåþñçìá ðáñïõóéÜæåôáé ùò åéêáóßá óôï [4], áðïäåéêíýåôáé óôá
[3, 2] êáé åßíáé ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò dynamic optimality åéêáóßáò.

Èåþñçìá 4.3 (Dynamic Finger [4]) Óå Ýíá splay äÝíäñï n êüìâùí, ìéá
áêïëïõèßá m ðñïóðåëÜóåùí Ý÷åé óõíïëéêü ÷ñüíï ðñïóðÝëáóçò

O(m+ n+
∑m−1

j=1 log(|i(j + 1)− ij|+ 1))

üðïõ ij ôï óôïé÷åßï i ∈ [1;m] ðïõ ðñïóðåëáýíåôáé êáôÜ ôçí j áßôçóç.
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