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ÏðôéêÜ Äßêôõá

ÏðôéêÜ Äßêôõá

ÏðôéêÝò ßíåò: óõíäÝóåéò ìåôáîý êüìâùí

ÌåãÜëåò ôá÷ýôçôåò ìåôáöïñÜò äåäïìÝíùí

Ðïëõðëåîßáò Äéáßñåóçò ÌÞêïõò Êýìáôïò (WDM)
êáíÜëé = ìÞêïò êýìáôïò
åýñïò æþíçò = ðëÞèïò äéáèÝóéìùí êáíáëéþí

Ðñüâëçìá: ÊáôáíïìÞ Åýñïõò Æþíçò

Ìïíôåëïðïßçóç
ïðôéêü äßêôõï → ãñÜöçìá G
ÁéôÞóåéò áðïóôïëÝá-ðáñáëÞðôç → ìïíïðÜôéá
áíÜèåóç ìÞêïõò êýìáôïò → ÷ñùìáôéóìüò
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Ðñüâëçìá ×ñùìáôéóìïý Áêìþí

Ðñüâëçìá ×ñùìáôéóìïý Áêìþí

Ïñéóìüò

ÄåäïìÝíïõ åíüò ãñÜöïõ G, ðüóá ÷ñþìáôá ÷ñåéÜæïíôáé ãéá íá
÷ñùìáôßóïõìå ôéò áêìÝò ôïõ Ýôóé þóôå äýï ïðïéåóäÞðïôå áêìÝò
ðïõ ðñüóêåéíôáé óôçí ßäéá êïñõöÞ íá Ý÷ïõí äéáöïñåôéêü ÷ñþìá;

÷′(G) = åëÜ÷éóôïò áñéèìüò ôùí ÷ñùìÜôùí
Ä = ìÝãéóôïò âáèìüò êïñõöþí G

ÄéìåñÞò G : ÷′(G) = Ä [K�oning 1916]

Ä+ 1 ÷ñþìáôá åßíáé áñêåôÜ [Vizing 1964]

ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò ãéá áðëü ãñÜöçìá: Ä+ 1

÷ñþìáôá [Fournier 1973]

Ðñüâëçìá áðüöáóçò: £ ÷′(G) = Ä Þ ÷′(G) = Ä+ 1; ¤
NP-complete [Holyer 1981]
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Ðñüâëçìá ×ñùìáôéóìïý Ìïíïðáôéþí

Óõìâïëéóìïß

Ðñüâëçìá ×ñùìáôéóìïý Ìïíïðáôéþí

öïñôßï `e : ðëÞèïò ôùí ìïíïðáôéþí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí ôçí
e ∈ E

L : maxe∈E `e

Ë(G ;P) : ðëÞèïò ôùí ÷ñùìÜôùí ãéá ôï ÷ñùìáôéóìü ôïõ P

Ë∗(G ;P) : åëÜ÷éóôï ðëÞèïò ÷ñùìÜôùí ãéá ôï ÷ñùìáôéóìü
ôïõ P

ë(p) ÷ñþìá ìïíïðáôéïý p

u ∼ v ìç êáôåõèõíüìåíï ìïíïðÜôé u; v ∈ V

u  v êáôåõèõíüìåíï ìïíïðÜôé u; v ∈ V
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ÐñïâëÞìáôá ×ñùìáôéóìïý Ìïíïðáôéþí óå ÄåíäñéêÜ Äßêôõá

Ðñüâëçìá ×ñùìáôéóìïý Ìïíïðáôéþí

Ïñéóìüò ÐñïâëÞìáôïò

Ðñüâëçìá ×ñùìáôéóìïý Ìïíïðáôéþí

Ïñéóìüò

ÄåäïìÝíïõ ãñÜöïõ G êáé óõíüëïõ ìïíïðáôéþí P íá äïèåß
÷ñùìáôéóìüò ôùí ìïíïðáôéþí ìå ôïí åëÜ÷éóôï áñéèìü ÷ñùìÜôùí
ôÝôïéïò þóôå äýï ïðïéáäÞðïôå ìïíïðÜôéá ìå ìéá êïéíÞ áêìÞ íá
Ý÷ïõí äéáöïñåôéêü ÷ñþìá.

óùóôüò ÷ñùìáôéóìüò : ïðïéáäÞðïôå äýï ìïíïðÜôéá ìå ìéá êïéíÞ
áêìÞ Ý÷ïõí äéáöïñåôéêü ÷ñþìá

êÜôù öñÜãìá Ë∗(G ;P) = L

2 ìïíôÝëá äÝíäñá ìå ìç êáôåõèõíüìåíåò áêìÝò
äÝíäñá ìå êáôåõèõíüìåíåò áêìÝò
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Ðïëõðëïêüôçôá ÐñïâëÞìáôïò

Ìç Êáôåõèõíüìåíá ÄÝíäñá

Èåþñçìá

[2] Ôï ðñüâëçìá ôïõ ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí óå ìç
êáôåõèõíüìåíá óôáèåñïý âáèìïý äÝíäñá áíÞêåé óôï P.

Èåþñçìá

[2] Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ôïõ ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí ìå k
÷ñþìáôá óå ìç êáôåõèõíüìåíá äÝíäñá âÜèïõò 2 åßíáé
NP-complete.

ÓêéáãñÜöçóç Áðüäåéîçò:
ÁíáãùãÞ

áðü ÷ñùìáôéóìüò áêìþí ìå k ÷ñþìáôá óå ãñÜöçìá G

óå ÷ñùìáôéóìüò ìïíïðáôéþí ìå k ÷ñþìáôá óå ìç
êáôåõèõíüìåíï äÝíäñï Ô
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Ðïëõðëïêüôçôá ÐñïâëÞìáôïò

Ìç Êáôåõèõíüìåíá ÄÝíäñá

ÊáôáóêåõÞ:

Ýíá êüìâï v ′ ãéá êÜèå êüìâï v ∈ V

Ýíá êüìâï u ðïõ óõíäÝåôáé ìå üëïõò ôïõò v ′

Ýíá ìïíïðÜôé u ′i ∼ u ′j ãéá êÜèå áêìÞ (ui ; uj ) ∈ E

Éäéüôçôá : óýíïëï ìïíïðáôéþí óôï Ô ìå êïéíÞ áêìÞ ↔
áíôßóôïé÷åò áêìÝò óôï G ãåéôïíéêÝò

Áí ÷′′(G) = k ôüôå ë(u ′i ∼ u ′j ) = ÷′(ui ; uj )
Áí Ë(G ;P) = k ôüôå ÷′(ui ; uj ) = ë(u ′i ∼ u ′j )
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Ðïëõðëïêüôçôá ÐñïâëÞìáôïò

Êáôåõèõíüìåíá ÄÝíäñá

Èåþñçìá

[2] Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ôïõ ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí ìå k
÷ñþìáôá óå êáôåõèõíüìåíá äÝíäñá âÜèïõò 3 åßíáé NP-complete.

Èåþñçìá

[2] Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ôïõ ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí ìå k
÷ñþìáôá óå êáôåõèõíüìåíá äõáäéêÜ äÝíäñá åßíáé NP-complete.
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ÊÜôù ÖñÜãìáôá

Ìç Êáôåõèõíüìåíá ÄÝíäñá

ÊÜèå äéáêåêïìÝíï âÝëïò áíáðáñéóôÜ 2ë ìïíïðÜôéá, áêÝñáéïò
ë ≥ 1
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ÊÜôù ÖñÜãìáôá

Ìç Êáôåõèõíüìåíá ÄÝíäñá

L = 4ë

Ë(G ;P) = 6ë = 3L=2 [4]
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ÊÜôù ÖñÜãìáôá

Êáôåõèõíüìåíá ÄÝíäñá

ÊÜèå äéáêåêïìÝíï âÝëïò áíáðáñéóôÜ 2ë êáôåõèõíüìåíá
ìïíïðÜôéá, áêÝñáéïò ë ≥ 1
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Âçóóáñßùí Öõóéêüðïõëïò ÐñïâëÞìáôá ×ñùìáôéóìïý Ìïíïðáôéþí óå ÄåíäñéêÜ Äßêôõá



ÐñïâëÞìáôá ×ñùìáôéóìïý Ìïíïðáôéþí óå ÄåíäñéêÜ Äßêôõá

ÊÜôù ÖñÜãìáôá
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ÊÜôù ÖñÜãìáôá

Êáôåõèõíüìåíá ÄÝíäñá

L = 4ë

Ë(G ;P) = 5ë = 5L=4

êÜèå ÷ñþìá óå 2 ìïíïðÜôéá ôï ðïëý → ôïõëÜ÷éóôïí
10ë=2 = 5L=4 ÷ñþìáôá [3]
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Áëãüñéèìïé ãéá ìç êáôåõèõíüìåíá ÄåíäñéêÜ ÃñáöÞìáôá

Áëãüñéèìïé ãéá ìç êáôåõèõíüìåíá ÄåíäñéêÜ ÃñáöÞìáôá

Greedy áëãüñéèìïò ìå öÜóåéò

Óå êÜèå öÜóç åðéëÝãåôáé Ýíáò êüìâïò u ìå âÜóç ôçí BFS
êáé åðåêôåßíåôáé ï ÷ñùìáôéóìüò

ðñüâëçìá ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí → ðñüâëçìá
÷ñùìáôéóìïý áêìþí
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ÊáôáóêåõÞ:

ui → xi ; yi
u ∼ vi → áêìÞ (xi ; yj )
vi ∼ vj → áêìÞ (xi ; xj )

ìÝãéóôïò âáèìüò êïñõöþí Gu L
áêìÝò ãåéôïíéêÝò óôï xi : ìïíïðÜôéá ìå áêìÞ u; vi
áêìÝò ãåéôïíéêÝò óôï x0 : ìïíïðÜôéá ìå áêìÞ u; v0
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Ðåñéïñéóìïß óôï ÷ñùìáôéóìü

Áëãüñéèìïò Shannon ãéá ÷ñùìáôéóìü áêìþí óå ãñÜöçìá ìå
ìÝãéóôï âáèìü L êáé 3L=2 ÷ñþìáôá

Èåþñçìá

[4] ÕðÜñ÷åé Üðëçóôïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ áëãüñéèìïò ðïõ
÷ñùìáôßæåé ïðïéïäÞðïôå óýíïëï ìïíïðáôéþí ìå öïñôßï L óå ìç
êáôåõèõíüìåíï äåíäñéêü ãñÜöçìá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ðïëý
3L=2 ÷ñþìáôá.

Ôï áðïôÝëåóìá åßíáé áêñéâÝò.
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Ïé áëãüñéèìïé [1, 3] áíÜãïõí ôï ÷ñùìáôéóìü ôùí ìïíïðáôéþí óå
Ýíá ðñüâëçìá ÷ñùìáôéóìïý áêìþí óå Ýíá äéìåñÝò ãñÜöçìá
ÊáôáóêåõÞ:

vi → xi ; yi ;wi ; zi

vi  vj : (wi ; zj ) vi  u : (wi ; yi) u  vi : (zi ; xi)
ìÝãéóôï âáèìü êïñõöþí L, õðïèÝôïõìå L-êáíïíéêü
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Ïñéóìïß:

äåóìåõìÝíåò áêìÝò ãåéôïíéêÝò óôéò êïñõöÝò w0; z0

á-ðåñéïñéóìÝíïò ÷ñùìáôéóìüò áêìþí äéìåñïýò ãñáöÞìáôïò
äåóìåõìÝíåò áêìÝò Ý÷ïõí ÷ñùìáôéóôåß ìå ôï ðïëý
áL ÷ñþìáôá

ãñáììÞ: æåýãïò wi ; zi

ìïíÜ S (äéðëÜ D) ÷ñþìáôá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ìüíï óå ìéá (äýï)
äåóìåõìÝíç áêìÞ
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Áëãüñéèìïé ãéá êáôåõèõíüìåíá ÄåíäñéêÜ ÃñáöÞìáôá

Áëãüñéèìïò:

Ï áëãüñéèìïò õðïèÝôåé üôé S + D = 4L=3

áðïóõíäÝåé ôï ãñÜöçìá óå L ôáéñéÜóìáôá

÷ñùìáôéóìüò ôùí ôáéñéáóìÜôùí
1 Ï áñéèìüò ôùí íÝùí ÷ñùìÜôùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé íá

åßíáé ôï ðïëý D=2
2 ÊÜèå ãñáììÞ ÷ñçóéìïðïéåß ôï ðïëý 4L=3 ÷ñþìáôá.

2D + S ≤ 2L⇒ D ≤ 2L=3

D + S + D=2 = 5L=3
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Èåþñçìá

[1] ÕðÜñ÷åé Üðëçóôïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ áëãüñéèìïò ðïõ
÷ñùìáôßæåé ïðïéïäÞðïôå óýíïëï êáôåõèõíüìåíùí ìïíïðáôéþí P
óå êáôåõèõíüìåíï äåíäñéêü ãñÜöçìá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ðïëý
5L=3 ÷ñþìáôá.

Èåþñçìá

[1] Ãéá êÜèå L > 1 êáé êÜèå å > 0 êáé êÜèå Üðëçóôï áëãüñéèìï
G õðÜñ÷åé Ýíá äÝíäñï êáé Ýíá óýíïëï ìïíïðáôéþí ìÝãéóôïõ
öïñôßïõ L ãéá ôï ïðïßï ï G ÷ñçóéìïðïéåß ôïõëÜ÷éóôïí (5

3
− å)L

÷ñþìáôá.
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ÔÝëïò Ðáñïõóßáóçò...

Åõ÷áñéóôþ!
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