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Ðåñßëçøç

Óôçí ðáñïýóá åñãáóßá èá áó÷ïëçèïýìå ìå áëãïñéèìéêÜ ðñïâëÞìáôá
ðïõ ðñïêýðôïõí óå ìïíôÝëá ïðôéêþí äéêôýùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí ôçí
ôå÷íïëïãßá ðïëõðëåîßáò äéáßñåóçò ìÞêïõò êýìáôïò (Wavelength Divi-

sion Multiplexing - WDM). Ôá ðñïâëÞìáôá áõôÜ óå äåíäñéêÜ äßêôõá
ìïíôåëïðïéïýíôáé óå ðñïâëÞìáôá ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí óå ãñáöÞ-
ìáôá. Ôï ðñüâëçìá ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí óå ãñáöÞìáôá ó÷åôßæåôáé
ìå ôï ðñüâëçìá ÷ñùìáôéóìïý áêìþí óå ãñáöÞìáôá êáé ðïëëïß ãíùóôïß
áëãüñéèìïé áíÜãïõí ôï Ýíá ðñüâëçìá óôï Üëëï ãéá íá åðéôý÷ïõí Ýíá
óùóôü ÷ñùìáôéóìü.

Ìå âÜóç ôá áðïôåëÝóìáôá ãéá ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìá-
ôïò ðáñáôçñïýìå üôé ôï ðñüâëçìá ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí óå äåí-
äñéêÜ ãñáöÞìáôá åßíáé åí ãÝíç õðïëïãéóôéêÜ äýóêïëï. Ðáñüëá áõôÜ
ðáñïõóéÜæïõìå êÜôù öñÜãìáôá êáé ðñïóåããéóôéêïýò áëãïñßèìïõò ðïõ
áðïôåëïýí Üíù öñÜãìáôá ôüóï ãéá ôï ìïíôÝëï ôùí äåíäñéêþí äéêôýùí
ìç êáôåõèõíüìåíåò óõíäÝóåéò üóï êáé ãéá ôï ðéï ñåáëéóôéêü ìïíôÝëï
ôùí äåíäñéêþí äéêôýùí ìå êáôåõèõíüìåíåò óõíäÝóåéò êáé êáôåõèõíü-
ìåíá ìïíïðÜôéá.

1 ÅéóáãùãÞ

Ôá ïðôéêÜ äßêôõá ÷ñçóéìïðïéïýí ïðôéêÝò ßíåò ãéá ôéò óõíäÝóåéò åðéêïéíùíßáò
ìåôáîý ôùí êüìâùí ôïõ äéêôýïõ êáé åîáóöáëßæïõí ìåãÜëåò ôá÷ýôçôåò ìåôá-
öïñÜò ñïþí äåäïìÝíùí. Ç ôå÷íïëïãßá ðïëõðëåîßáò äéáßñåóçò ìÞêïõò êýìáôïò
(Wavelength Division Multiplexing - WDM) ìðïñåß íá ìåôáöÝñåé äéáöïñåôé-
êÝò ñïÝò äåäïìÝíùí ìÝóá áðü ôçí ßäéá ïðôéêÞ ßíá ÷ñçóéìïðïéþíôáò áíåîÜñôçôá
êáíÜëéá ãéá êÜèå ñïÞ äåäïìÝíùí. ÊÜèå êáíÜëé áíôéóôïé÷åß óå Ýíá óõãêåêñé-
ìÝíï ìÞêïò êýìáôïò. Ôï ðëÞèïò ôùí äéáèÝóéìùí êáíáëéþí ïíïìÜæåôáé åýñïò
æþíçò.
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1.1 ÐåñéãñáöÞ ôïõ ÐñïâëÞìáôïò

¸íá óçìáíôéêü ðñüâëçìá ðïõ ðñïêýðôåé óôá ïðôéêÜ äßêôõá WDM åßíáé ç
êáôáíïìÞ ôïõ åýñïõò æþíçò. ¸óôù üôé Ý÷ïõìå ìéá óåéñÜ áðü áéôÞóåéò åðé-
êïéíùíßáò óôï äßêôõï ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå Ýíá óýíïëï æåõãþí áðïóôïëÝá -
ðáñáëÞðôç. Ôá æåýãç áðïóôïëÝá - ðáñáëÞðôç ïõóéáóôéêÜ áíáðáñéóôÜíïõí ìï-
íïðÜôéá óôï ïðôéêü äßêôõï. ÐñÝðåé íá áíáèÝóïõìå Ýíá ìÞêïò êýìáôïò óå êÜèå
æåýãïò - ìïíïðÜôé áéôÞóåùí ìå ôïí ðåñéïñéóìü üôé áßôçóåéò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí
ôïí ßäéï óýíäåóìï - áêìÞ èá ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéïýí äéáöïñåôéêü ìÞêïò êý-
ìáôïò. Ðáñáôçñïýìå üôé ðñüêåéôáé ãéá Ýíá ðñüâëçìá âåëôéóôïðïßçóçò. Ìðï-
ñïýìå íá ìïíôåëïðïéÞóïõìå ôï ïðôéêü äßêôõï ìå Ýíá ãñÜöçìá êáé ôï óýíïëï
æåõãþí áðïóôïëÝá - ðáñáëÞðôç ìå Ýíá óýíïëï ìïíïðáôéþí ìåôáîý ôùí êüìâùí
ôïõ ãñáöÞìáôïò. Ïðüôå, ôï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá êáôáíïìÞò åýñïõò æþíçò ìï-
íôåëïðïéåßôáé óå Ýíá ðñüâëçìá ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí óå ãñÜöçìáôá. Ðéï
óõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå ôï åîÞò ðñüâëçìá: äåäïìÝíïõ åíüò ãñáöÞìáôïò G êáé
åíüò óõíüëïõ ìïíïðáôéþí P óôï ãñÜöçìá G, íá âñåèåß ÷ñùìáôéóìüò ôùí ìï-
íïðáôéþí ôÝôïéïò þóôå ïðïéáäÞðïôå ìïíïðÜôéá ÷ñçóéìïðïéïýí ôçí ßäéá áêìÞ
íá Ý÷ïõí äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá êáé íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ï åëÜ÷éóôïò áñéèìüò
÷ñùìÜôùí. Ç åýñåóç ôïõ åëÜ÷éóôïõ áñéèìïý ÷ñùìÜôùí åßíáé ðñáêôéêÜ óçìá-
íôéêÞ êáèþò ôï åýñïò æþíçò ôùí ïðôéêþí éíþí åßíáé ó÷åôéêÜ ìéêñü ìå âÜóç
ôçí õðÜñ÷ïõóá ôå÷íïëïãßá.

Ïñßæïõìå ùò öïñôßï ìéáò óýíäåóçò (áêìÞò) ôïí áñéèìü ôùí ìïíïðáôéþí
ðïõ ôç ÷ñçóéìïðïéïýí êáé ùò öïñôßï ôïõ óõíüëïõ ìïíïðáôéþí L ôï ìÝãéóôï
öïñôßï ìåôáîý üëùí ôùí óõíäÝóåùí. Óôçí ðáñïýóá åñãáóßá èá åðéêåíôñù-
èïýìå êõñßùò óå äåíäñéêÝò ôïðïëïãßåò ïðôéêþí äéêôýùí ïé ïðïßåò åìöáíßæï-
íôáé ðïëý óõ÷íÜ óôçí ðñÜîç ïðüôå ôá áíôßóôïé÷á ãñáöÞìáôá èá åßíáé äÝíäñá.
Óçìåéþíïõìå üôé óôéò äåíäñéêÝò ôïðïëïãßåò ôá ìïíïðÜôéá ðïõ áíôéóôïé÷ïýí
óå êÜèå áßôçóç åðéêïéíùíßáò åßíáé ìïíáäéêÜ.

1.2 ÉóôïñéêÞ ÁíáäñïìÞ

Ôï ðñüâëçìá ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí Ý÷åé Üìåóç ó÷Ýóç ìå ôï ðñüâëçìá
÷ñùìáôéóìïý áêìþí ðïõ åßíáé Ýíá áðü ôá ðáëáéüôåñá óôçí èåùñßá ãñáöçìÜ-
ôùí. Ôï ðñüâëçìá ÷ñùìáôéóìïý áêìþí äéáôõðþíåôáé þò åîÞò:

ÄåäïìÝíïõ åíüò ãñÜöïõG, ðüóá ÷ñþìáôá ÷ñåéÜæïíôáé ãéá íá ÷ñù-
ìáôßóïõìå ôéò áêìÝò ôïõ Ýôóé þóôå äýï ïðïéåóäÞðïôå êïñõöÝò ðïõ
ðñüóêåéíôáé óôçí ßäéá êïñõöÞ íá Ý÷ïõí äéáöïñåôéêü ÷ñþìá;

Ôï 1880 ï Tait óõíäÝåé ôçí åéêáóßá ôùí ôåóóÜñùí ÷ñùìÜôùí ìå ôï ÷ñùìá-
ôéóìü áêìþí ðáñáôçñþíôáò üôé ç åéêáóßá åßíáé éóïäýíáìç ìå ôïí éó÷õñéóìü üôé
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ïé áêìÝò êÜèå êõâéêïý, åðßðåäïõ, ÷ùñßò ãÝöõñåò ãñÜöïõ ìðïñïýí íá ÷ñùìáôé-
óôïýí ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìüíï ôñßá ÷ñþìáôá. Ðåñßðïõ äÝêá ÷ñüíéá áñãüôåñá, ï
Petersen ðáñáôçñåß üôé õðÜñ÷ïõí êõâéêïß, ÷ùñßò ãÝöõñåò ãñÜöïé ðïõ ïé áêìÝò
ôïõò äåí ìðïñïýí íá ÷ñùìáôéóôïýí ìüíï ìå ôñßá ÷ñþìáôá. ¸íáò áðü áõôïýò
åßíáé ï ðåñßöçìïò ãñÜöïò ôïõ Petersen. To 1916 o König áðïäåéêíýåé üôé ãéá
êÜèå äéìåñÞ ãñÜöï G, ï åëÜ÷éóôïò áñéèìüò ôùí ÷ñùìÜôùí ÷′(G) ðïõ ÷ñåéÜæï-
íôáé ãéá íá ÷ñùìáôßóïõìå ôéò áêìÝò ôïõ G åßíáé ßóïò ìå ôïí ìÝãéóôï âáèìü Ä
ôùí êïñõöþí ôïõ G. Ôï 1964 ï Vizing áðïäåéêíýåé üôé Ä + 1 ÷ñþìáôá åßíáé
áñêåôÜ ãéá ôï ÷ñùìáôéóìü ôùí áêìþí ïðïéïõäÞðïôå ãñáöÞìáôïò.

Ó÷åôéêÜ ìå ôçí áëãïñéèìéêÞ ðïëõðëïêüôçôá ôïõ õðïëïãéóìïý ôïõ åëÜ÷é-
óôïõ áñéèìïý ÷ñùìÜôùí ãéá Ýíá ãñÜöï, ôï 1973 ï Fournier ó÷åäéÜæåé Ýíáí
ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ áëãüñéèìï ðïõ ÷ñùìáôßæåé ôéò áêìÝò åíüò áðëïý ãñá-
öÞìáôïò ÷ñçóéìïðïéþíôáò Ä + 1 ÷ñþìáôá. Ðáñüëá áõôÜ ôï 1981 ï Holyer
áðïäåéêíýåé üôé ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò, áí ÷′(G) = Ä Þ ÷′(G) = Ä + 1 ãéá
Ýíá ãñÜöçìá G åßíáé NP-complete.

1.3 Ó÷åôéêÝò Äçìïóéåýóåéò

Óôï [4] åîåôÜæåôáé ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðá-
ôéþí. ÐáñïõóéÜæåôáé Ýíáò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ áëãüñéèìïò ðïõ ÷ñùìáôßæåé
ìïíïðÜôéá óå óôáèåñïý ìåãÝèïõò áõèáßñåôá ãñáöÞìáôá ìå ôïí åëÜ÷éóôï äõ-
íáôü áñéèìü ÷ñùìÜôùí ëýíïíôáò Ýíá ðñüâëçìá áêÝñáéïõ ðñïãñáììáôéóìïý.
Åðßóçò ðáñïõóéÜæåôáé Ýíáò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ áëãüñéèìïò ðïõ ÷ñùìáôßæåé
ìïíïðÜôéá óå óôáèåñïý âáèìïý ìç êáôåõèõíüìåíá äÝíäñá ÷ñçóéìïðïéþíôáò
ôïí ðáñáðÜíù áëãüñéèìï ãéá óôáèåñïý ìåãÝèïõò ãñáöÞìáôá. Áðü ôçí Üëëç
ðëåõñÜ, áðïäåéêíýåôáé üôé ôï ðñüâëçìá ôïõ ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí óå êá-
ôåõèõíüìåíá äÝíäñá âÜèïõò 3 êáèþò êáé óå äõáäéêÜ êáôåõèõíüìåíá äÝíäñá åß-
íáé NP-complete. Ç áðïäåßîåéò ÷ñçóéìïðïéïýí áíáãùãÝò áðü ôï ðñüâëçìá ôïõ
÷ñùìáôéóìïý áêìþí ðïõ åßíáé ãíùóôü NP-complete ðñüâëçìá (âë.åíüôçôá
1.2) óôï ðñüâëçìá ôïõ ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí.

Óôá [7, 2] äßíåôáé Ýíáò Üðëçóôïò áëãüñéèìïò ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí óå
ìç êáôåõèõíüìåíá äÝíäñá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ðïëý 3L=2 ÷ñþìáôá. Ï áëãü-
ñéèìïò ãéá íá ðåôý÷åé ôï ÷ñùìáôéóìü áíÜãåé ôï ðñüâëçìá óå Ýíá ðñüâëçìá
÷ñùìáôéóìïý áêìþí óå Ýíá ðïëëáðëü ãñÜöçìá (multigraph).

Ôï [3] áó÷ïëåßôáé ìå ôï ðñüâëçìá ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí óå êáôåõèõíü-
ìåíá äÝíäñá. Ðñïôåßíåôáé êáé áíáëýåôáé Ýíáò Üðëçóôïò áëãüñéèìïò ðïõ ëýíåé
ôï ðñüâëçìá ôïõ ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí óå êáôåõèõíüìåíá äÝíäñá ÷ñçóé-
ìïðïéþíôáò ôï ðïëý 5L=3 ÷ñþìáôá. Ï áëãüñéèìïò áíÜãåé ôï ðñüâëçìá óå
Ýíá ðñüâëçìá ÷ñùìáôéóìïý áêìþí óå Ýíá äéìåñÝò ðïëëáðëü ãñÜöçìá (bipar-
tite multigraph). Åðßóçò áðïäåéêíýåôáé Ýíá êÜôù öñÜãìá ðïõ äåß÷íåé üôé äåí
õðÜñ÷åé Üðëçóôïò áëãüñéèìïò ðïõ íá ÷ñçóéìïðïéåß ëéãüôåñá ÷ñþìáôá.
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1.4 ÁíïéêôÜ ÐñïâëÞìáôá

Êëåßíïõìå ôçí åéóáãùãÞ ðáñáèÝôïíôáò ìéá ëßóôá ìå áíïéêôÜ ðñïâëÞìáôá óôçí
ðåñéï÷Þ ôïõ ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí óå äÝíäñá. Ç ëßóôá âáóßæåôáé êõñßùò
óå ìéá óåéñÜ áðü áíïéêôÜ ðñïâëÞìáôá ðïõ èÝôåé ôï [1].

� Âåëôßùóç ôùí ãíùóôþí öñáãìÜôùí ôïõ ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí óå
ìç êáôåõèõíüìåíá äÝíäñá. Ôï ðñüâëçìá áõôü åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï
íá âåëôéþóïõìå ôá öñÜãìáôá ôïõ ÷ñùìáôéóìïý áêìþí óå ðïëëáðëÜ
ãñáöÞìáôá ðïõ öáßíåôáé áñêåôÜ äýóêïëï. ÅíäéáöÝñïí Ý÷åé ç åýñåóç
ðñïóåããéóôéêþí áëãïñßèìùí ãéá ôï ðñüâëçìá áõôü.

� Ìåßùóç ôïõ êåíïý áíÜìåóá óôá äýï öñÜãìáôá ãéá ôï ðñüâëçìá ÷ñù-
ìáôéóìïý ìïíïðáôéþí óå êáôåõèõíüìåíá äÝíäñá, 5L=4 êáé 5L=3 êáèþò
êáé ôïõ êåíïý 5L=4 êáé 7L=5 + o(L) ãéá ôá äõáäéêÜ äÝíäñá.

� Åýñåóç öñáãìÜôùí ðéèáíïôéêþí Üðëçóôùí áëãïñßèìùí ãéá ÷ñùìáôéóìü
ìïíïðáôéþí óå êáôåõèõíüìåíá äÝíäñá.

2 Ïñéóìüò ôïõ ÐñïâëÞìáôïò

¸óôù G = 〈V ;E〉 Ýíá ãñÜöçìá êáôåõèõíüìåíï∗ Þ ìç êáôåõèõíüìåíï. Ïñß-
æïõìå ÷′(G) ôïí åëÜ÷éóôï áñéèìü ÷ñùìÜôùí ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé ãéá íá ÷ñùìáôß-
óïõìå ôéò áêìÝò ôïõ G êáé ÷′(e) åßíáé ôï ÷ñþìá ôçò áêìÞò e ∈ E. ¸óôù P
åßíáé ôï óýíïëï ôùí ìïíïðáôéþí - áéôÞóåùí (êáôåõèõíüìåíá Þ ìç êáôåõèõíü-
ìåíá) óôï G. ¸÷ïõìå Þäç ïñßóåé ôï öïñôßï `e ìéáò áêìÞò e ∈ E ùò ôï ðëÞèïò
ôùí ìïíïðáôéþí ðïõ ôç ÷ñçóéìïðïéïýí êáé ùò öïñôßï ôïõ óõíüëïõ ìïíïðá-
ôéþí L ôï ìÝãéóôï öïñôßï ìåôáîý üëùí ôùí áêìþí. ¸óôù Ë(G;P ) ôï ðëÞèïò
ôùí ÷ñùìÜôùí (ìçêþí êýìáôïò) ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá ôï ÷ñùìáôéóìü
ôïõ P êáé ë(p) åßíáé ôï ÷ñþìá (ìÞêïò êýìáôïò) ôïõ ìïíïðáôéïý p. Ùò åëÜ÷é-
óôï ðëÞèïò ÷ñùìÜôùí (ìçêþí êýìáôïò) ãéá ôï ÷ñùìáôéóìü ôïõ P ïñßæïõìå
ôï Ë∗(G;P ). ÔÝëïò óõìâïëßæïõìå u ∼ v Ýíá ìç êáôåõèõíüìåíï ìïíïðÜôé
áíÜìåóá óå äýï êïñõöÝò u; v ∈ V êáé u v ôï áíôßóôïé÷ï êáôåõèõíüìåíï.

Ôï ðñüâëçìá ôïõ ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí ïñßæåôáé ùò åîÞò:

ÄåäïìÝíïõ ãñÜöïõ G êáé óõíüëïõ ìïíïðáôéþí P íá äïèåß ÷ñùìá-
ôéóìüò ôùí ìïíïðáôéþí ìå ôïí åëÜ÷éóôï áñéèìü ÷ñùìÜôùí ôÝôïéïò
þóôå äýï ïðïéáäÞðïôå ìïíïðÜôéá ìå ìéá êïéíÞ áêìÞ íá Ý÷ïõí äéá-
öïñåôéêü ÷ñþìá.

∗Ãéá êáôåõèõíüìåíá ãñáöÞìáôá êÜèå äýï êïñõöÝò åíþíïíôáé ìå äýï êáôåõèõíüìåíåò
áêìÝò áíôßèåôçò êáôåýèõíóçò êáé ôá ìïíïðÜôéá åßíáé êáôåõèõíüìåíá.



3. Ðïëõðëïêüôçôá ÐñïâëÞìáôïò 5

ËÝìå üôé Ýíáò ÷ñùìáôéóìüò åßíáé óùóôüò áí ïðïéáäÞðïôå äýï ìïíïðÜôéá ìå
ìéá êïéíÞ áêìÞ Ý÷ïõí äéáöïñåôéêü ÷ñþìá. Áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé ôï öïñôßï
åíüò óõíüëïõ ìïíïðáôéþí L áðïôåëåß Ýíá êÜôù öñÜãìá ãéá ôïí åëÜ÷éóôï
áñéèìü ÷ñùìÜôùí ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé ãéá Ýíá óùóôü ÷ñùìáôéóìü.

3 Ðïëõðëïêüôçôá ÐñïâëÞìáôïò

Óôï [4] áðïäåéêíýïíôáé ìéá óåéñÜ áðü áðïôåëÝóìáôá ðïõ áöïñïýí ôçí ðïëõðëï-
êüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí êõñéþò óå äÝíäñá. Óôçí
óõíÝ÷åéá ðáñïõóéÜóïõìå áõôÜ ôá áðïôåëÝóìáôá. ¼ôáí ï âáèìüò ôïõ äÝíäñïõ
åßíáé óôáèåñüò ôüôå ôï ðñüâëçìá ôïõ ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí áíÞêåé óôï P
áëëÜ óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç åßíáé NP-complete.

Èåþñçìá 3.1 ([4]) Ôï ðñüâëçìá ôïõ ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí óå ìç êáôåõ-
èõíüìåíá óôáèåñïý âáèìïý äÝíäñá áíÞêåé óôï P.

Èåþñçìá 3.2 ([4]) Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ôïõ ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí ìå
k ÷ñþìáôá óå ìç êáôåõèõíüìåíá äÝíäñá âÜèïõò 2 åßíáé NP-complete.

Áðüäåéîç: ÁíÜãïõìå ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ôïõ ÷ñùìáôéóìïý áêìþí ìå
k ÷ñþìáôá óå ãñÜöçìá ðïõ åßíáé ãíùóôü üôé åßíáé NP-complete, óôï ðñüâëçìá
áðüöáóçò ôïõ ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí ìå k ÷ñþìáôá óå ìç êáôåõèõíüìåíá
äÝíäñá. Èá äåßîïõìå üôé ãéá ïðïéïäÞðïôå óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôïò ÷ñù-
ìáôéóìïý áêìþí óå ãñÜöçìá õðÜñ÷åé éóïäýíáìï óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôïò
÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí óå ìç êáôåõèõíüìåíï äÝíäñï.

¸óôù Ýíá óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôïò ÷ñùìáôéóìïý áêìþí óå ãñÜöçìá
G = 〈V ;E〉. ÊáôáóêåõÜæïõìå Ýíá óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôïò ÷ñùìáôé-
óìïý ìïíïðáôéþí óå Ýíá ãñÜöçìá áóôÝñá Ô êáé Ýíá óýíïëï ìïíïðáôéþí P ùò
åîÞò: Óôï ãñÜöçìá Ô êáôáóêåõÜæïõìå Ýíáí êüìâï v′ ãéá êÜèå êüìâï v ∈ V
êáé Ýíáí êüìâï u ï ïðïßïò óõíäÝåôáé ìå áêìÝò ìå üëïõò ôïõò êüìâïõò v′.
Ôï óýíïëï ìïíïðáôéþí P ðåñéÝ÷åé Ýíá ìïíïðÜôé v′i ∼ v′j ãéá êÜèå áíôßóôïé÷ç
áêìÞ (vi; vj) ∈ E. Óôï ó÷Þìá 1 öáßíåôáé Ýíá ðáñÜäåéãìá êáôáóêåõÞò ôçò
áíáãùãÞò.

Áí Ý÷ïõìå Ýíá ÷ñùìáôéóìü ÷′′ óôï ãñÜöï ìå k ÷ñþìáôá ôüôå áðëÜ ÷ñù-
ìáôßæïõìå ùò åîÞò ë(v′i ∼ v′j) = ÷′′(vi; vj). Áöïý ôï ÷′′ åßíáé Ýíáò óùóôüò
÷ñùìáôéóìüò ôüôå ëüãù êáôáóêåõÞò êáé ï ë èá åßíáé Ýíáò óùóôüò ÷ñùìáôé-
óìüò. Áíôßóôñïöá, áí ôá ìïíïðÜôéá ôïõ P óôï Ô ÷ñùìáôßæïíôáé ÷ñçóéìï-
ðïéþíôáò k ÷ñþìáôá ôüôå ÷ñùìáôßæïõìå ùò åîÞò ÷′′(vi; vj) = ë(v′i ∼ v′j) êáé
ï ÷ñùìáôéóìüò ÷′′ åßíáé óùóôüò áöïý êáé ï ë åßíáé óùóôüò. ÃåíéêÜ ëüãù ôçò
êáôáóêåõÞò éó÷ýåé üôé ãéá üðïéá ìïíïðÜôéá ÷ñçóéìïðïéïýí ìéá êïéíÞ áêìÞ óôï
Ô ïé áíôßóôïé÷åò áêìÝò óôï G åßíáé ãåéôïíéêÝò êáé áíôßóôñïöá. 2
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Ó÷Þìá 1: ÐáñÜäåéãìá êáôáóêåõÞò ãéá ôçí áíáãùãÞ ôïõ èåùñÞìáôïò 3.2.

Óôá êáôåõèõíüìåíá äÝíäñá ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ôïõ ÷ñùìáôéóìïý ìï-
íïðáôéþí åßíáé NP-complete áêüìá êáé ãéá óôáèåñïý âáèìïý äÝíäñá.

Èåþñçìá 3.3 ([4]) Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ôïõ ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí ìå
k ÷ñþìáôá óå êáôåõèõíüìåíá äÝíäñá âÜèïõò 3 åßíáé NP-complete.

Áðüäåéîç: ÁíÜãïõìå ôï ðñüâëçìá ôïõ ÷ñùìáôéóìïý áêìþí óå k-êáíïíéêü
ãñÜöçìá óôï ðñüâëçìá ìáò. ÊáôáóêåõÜæïõìå ôá Ô êáé P üìïéá ìå ôçí áðü-
äåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 3.2 ìå ôç äéáöïñÜ üôé ãéá êÜèå áêìÞ êáôáóêåõÜæïõìå
äýï êáôåõèõíüìåíá ìïíïðÜôéá, äçëáäÞ P = {vi  vj; vj  vi|(vi; vj) ∈ E}.

Áí ÷′′(G) = k ôüôå áðëÜ ÷ñùìáôßæïõìå ùò åîÞò ë(v′i  v′j) = ë(v′j  
v′i) = ÷′′(vi; vj). Áíôßóôñïöá áí ôá ìïíïðÜôéá ôïõ P óôï Ô ÷ñùìáôßæïíôáé
÷ñçóéìïðïéþíôáò k ÷ñþìáôá ôüôå êáôáóêåõÜæïõìå íÝá Ô ′ êáé P ′.

Áñ÷éêÜ ïñßæïõìå ùò Ôr;x;y ôï êáôåõèõíüìåíï äÝíäñï âÜèïõò 2 ìå ñßæá ôï
r êáé ðáéäéÜ ôá x; y êáé óýíïëï êïñõöþí {r  x; x  r; r  y; y  r}.
Ïñßæïõìå åðßóçò Pr;x;y;k ôï óýíïëï {x  y} ðëçèáñßèìïõ k. ÊáôáóêåõÜ-
æïõìå ôï T ′ âÜèïõò 3, ðñïóèÝôïíôáò ôá Ôvi;vij1;vij2 êáé Ôvi;vji1;vji2 ãéá êÜèå
æåýãïò æåõãáñéþí vi  vj, vj  vi ôïõ P . ÊáôáóêåõÜæïõìå ôï P ′ áíôé-
êáèéóôþíôáò ôï vi  vj êáé vj  vi ìå vij1  vji2 êáé vji1  vij2 êáé
ðñïóèÝôïíôáò ôá óýíïëá Pvi;vij1;vij2;k−1 êáé Pvi;vji1;vji2;k−1. H üëç êáôáóêåõÞ
åããõÜôáé üôé óå Ýíá k ÷ñùìáôéóìü ôïõ P ′, ë(vij1  vji2) = ë(vji1  vij2)
áöïý Ë∗(Pvi;vij1;vij2;k−1) = k−1. ¢ñá áí ôá ìïíïðÜôéá ôïõ P óôï Ô ÷ñùìáôß-
æïíôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò k ÷ñþìáôá ôüôå ìðïñïýìå íá ÷ñùìáôßóïõìå ùò åîÞò
÷′′(vi; vj) = ë(vij1  vji2) 2

Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé ï ÷ñùìáôéóìüò ìïíïðáôéþí óå êáôåõèõíüìåíá äÝíäñá
âÜèïõò 2 áíÞêåé óôï P [6].

Èåþñçìá 3.4 ([4]) Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ôïõ ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí ìå
k ÷ñþìáôá óå êáôåõèõíüìåíá äõáäéêÜ äÝíäñá åßíáé NP-complete.
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Ó÷Þìá 2: Ìç êáôåõèõíüìåíï äÝí-
äñï üðïõ êÜèå äéáêåêïìÝíç ãñáììÞ
áíáðáñéóôÜ L=2 ìïíïðÜôéá

Ó÷Þìá 3: Ìç êáôåõèõíüìåíï äÝí-
äñï üðïõ êÜèå äéáêåêïìÝíï âÝ-
ëïò áíáðáñéóôÜ L=2 êáôåõèõíü-
ìåíá ìïíïðÜôéá

ÊÜôù ÖñÜãìáôá. Ãéá ìç êáôåõèõíüìåíá äÝíäñá ôï ó÷Þìá 2 äßíåé Ýíá äß-
êôõï ðïõ ÷ñåéÜæåôáé ôïõëÜ÷éóôïí 3L=2 ãéá íá ÷ñùìáôéóôåß óùóôÜ. Ãéá ìç
êáôåõèõíüìåíá äÝíäñá ôï ó÷Þìá 4 äßíåé Ýíá äßêôõï ðïõ ÷ñåéÜæåôáé ôïõëÜ÷é-
óôïí 5L=4 ãéá íá ÷ñùìáôéóôåß óùóôÜ [5]. ÊÜèå äéáêåêïìÝíï âÝëïò áíáðá-
ñéóôÜ 2` ìïíïðÜôéá ïðüôå 10` óõíïëéêÜ. ¼ìùò êáíÝíá ÷ñþìá äåí ìðïñåß
íá ÷ñçóéìïðïéçèåß óå ðåñéóóüôåñá áðü 2 ìïíïðÜôéá Üñá ÷ñåéáæüìáóôå ôïõëÜ-
÷éóôïí 10`=2 = 5L=4 ÷ñþìáôá. Åðßóçò áí êÜèå óýíïëï ` ÷ñùìÜôùí åßíáé
Ýíáò áñéèìüò 1; : : : ; 5 êáé áíáèÝôïõìå óå êÜèå óýíïëï 2` ðáñÜëëçëùí ìïíï-
ðáôéþí 2 áñéèìïýò þóôå íá äçìéïõñãïýìå Ýíá óùóôü ÷ñùìáôéóìü üðùò óôï
ó÷Þìá 4 ôüôå ôá 5L=4 ÷ñþìáôá åðáñêïýí ãéá ôï ÷ñùìáôéóìü. (Ðåñéóóüôåñåò
ëåðôïìÝñåéò óôçí ðáñïõóßáóç)

4 Áëãüñéèìïé ãéá ìç êáôåõèõíüìåíá ÄåíäñéêÜ Ãñá-

öÞìáôá

Ïé áëãüñéèìïé ãéá ôï ÷ñùìáôéóìü ôùí ìç êáôåõèõíüìåíùí äÝíäñùí ÷ùñßæïõí
ôï ðñüâëçìá óå öÜóåéò êáé áíÜãïõí ôï ðñüâëçìá ôïõ ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðá-
ôéþí óå êÜèå öÜóç óå Ýíá ðñüâëçìá ÷ñùìáôéóìïý áêìþí óå Ýíá ãñÜöçìá. Ïé
áëãüñéèìïé ðïõ èá áó÷ïëçèïýìå åßíáé Üðëçóôïé (greedy) [7, 2] êáé óå êÜèå
öÜóç åðéëÝãïõí Ýíáí êüìâï u ìå âÜóç ôçí ðñþôá êáôÜ ðëÜôïò äéÜôñåîç ôïõ
äÝíäñïõ T (Breadth-First Search). Èá ðåñéãñÜøïõìå åäþ ôçí êåíôñéêÞ éäÝá
áõôþí ôùí áëãïñßèìùí üðùò ðáñïõóéÜæåôáé óôï [1].

ÃåíéêÜ ìéá öÜóç i ôïõ áëãüñéèìïõ èá Ý÷åé åðéëÝîåé Ýíáí êüìâï u ôïõ
äÝíäñïõ, èá äÝ÷åôáé ùò åßóïäï ôï ÷ñùìáôéóìü ôùí ìïíïðáôéþí ôïõ P áðü ôéò
ðñïçãïýìåíåò öÜóåéò êáé èá åðåêôåßíåé áõôü ôï ÷ñùìáôéóìü ÷ñùìáôßæïíôáò ôá
ìïíïðÜôéá ðïõ ðåñíÜíå áðü ôïí êüìâï u êáé äåí åß÷áí ÷ñùìáôéóôåß óå êÜðïéá
áðü ôéò ðñïçãïýìåíåò öÜóåéò. Ãéá ôï ÷ñùìáôéóìü áõôü áíÜãïõìå ôï óôéãìéü-
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Ó÷Þìá 4: ÐáñÜäåéãìá êáôáóêåõÞò Gu ãñáöÞìáôïò ãéá ìç êáôåõèõíüìåíá
ÄåíäñéêÜ ÃñáöÞìáôá.

ôõðï óå Ýíá óôéãìéüôõðï ÷ñùìáôéóìïý áêìþí. ÐáñáêÜôù ðåñéãñÜöïõìå ôçí
êáôáóêåõÞ áõôÞ.

¸óôù v0 ï ðáôÝñáò ôïõ u êáé v1; v2; : : : ; vk ôá k ðáéäéÜ ôïõ u. ÊáôáóêåõÜ-
æïõìå Ýíá ãñÜöçìá Gu ðïõ ó÷åôßæåôáé ìå ôïí êüìâï u ùò åîÞò: ãéá êÜèå
êüìâï vi ìå 0 ≤ i ≤ k äçìéïõñãïýìå äýï êüìâïõò xi êáé yi óôï Gu. Ãéá êÜèå
u ∼ vi óôï T äçìéïõñãïýìå ìéá áêìÞ (xi; yi) óôï Gu. Ãéá êÜèå vi ∼ vj óôï T
äçìéïõñãïýìå ìéá áêìÞ (xi; xj) óôï Gu. To Gu ìå âÜóç ôçí ðáñáðÜíù êáôá-
óêåõÞ Ý÷åé ìÝãéóôï âáèìü êïñõöþí L. Óôï ó÷Þìá 4 öáßíåôáé Ýíá ðáñÜäåéãìá
ôçò êáôáóêåõÞò ðïõ ðåñéãñÜøáìå. Ïé áêìÝò ðïõ åßíáé ãåéôïíéêÝò óôïí xi

óôï Gu áíôéðñïóùðåýïõí ìïíïðÜôéá ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí ôçí áêìÞ (u; vi) óôï
Ô. Åðßóçò ïé áêìÝò ðïõ åßíáé ãåéôïíéêÝò óôïí x0 áíôéóôïé÷ïýí óå ìïíïðÜôéá
ôïõ Gu ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí ôçí áêìÞ (u; v0) óôï Ô ïðüôå Ý÷ïõí ÷ñùìáôéóôåß
óå ìéá ðñïçãïýìåíç öÜóç ôïõ áëãïñßèìïõ. Ôá ÷ñþìáôá ôùí áêìþí ðïõ åß-
íáé ãåéôïíéêÝò óôçí x0 ìðïñïýí íá åðáíá÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá ôï ÷ñùìáôéóìü
ôùí õðïëïßðùí áêìþí êáé áí äåí åðáñêïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí íÝá. Ôï ðñü-
âëçìá ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé ßäéáò äõóêïëßáò ìå ôï íá Ýðñåðå íá ÷ñùìáôßóïõìå
ôï ãñÜöçìá ÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò óôá ÷ñþìáôá áöïý ôá ÷ñþìáôá ðïõ èá ÷ñç-
óéìïðïéïýóáìå ãéá ôéò ãåéôïíéêÝò áêìÝò ôïõ x0 èá Ýðñåðå ïýôùò Þ Üëëùò íá
åßíáé äéáöïñåôéêÜ. Óôï [7] ÷ñçóéìïðïéåßôáé Ýíáò áëãüñéèìïò ôïõ Shannon ãéá
÷ñùìáôéóìü áêìþí óå ãñÜöçìá ìå ìÝãéóôï âáèìü L ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ðïëý
3L=2 ÷ñþìáôá, ïðüôå áðïäåéêíýåôáé ôï áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 4.1 ([7]) ÕðÜñ÷åé Üðëçóôïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ áëãüñéèìïò ðïõ
÷ñùìáôßæåé ïðïéïäÞðïôå óýíïëï ìïíïðáôéþí ìå öïñôßï L óå ìç êáôåõèõíüìåíï
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äåíäñéêü ãñÜöçìá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ðïëý 3L=2 ÷ñþìáôá.

Ôï ðáñáðÜíù áðïôÝëåóìá åßíáé áêñéâÝò ìå âÜóç ôï êÜôù öñÜãìá ðïõ
ðáñïõóéÜóôçêå óôï ôï ó÷Þìá 2. Óôï [2] ðáñïõóéÜæåôáé Ýíáò ðñïóåããéóôéêüò
áëãüñéèìïò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ðÜëé ôï ÷ñùìáôéóìü áêìþí óå ãñáöÞìáôá.

Èåþñçìá 4.2 ([2]) ÕðÜñ÷åé Üðëçóôïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ áëãüñéèìïò ðïõ
÷ñùìáôßæåé ïðïéïäÞðïôå óýíïëï ìïíïðáôéþí P óå ìç êáôåõèõíüìåíï äåíäñéêü
ãñÜöçìá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ðïëý b1:1÷(P )+0:8c ÷ñþìáôá, üðïõ ÷(P ) åßíáé
ï âÝëôéóôïò áñéèìüò ÷ñùìÜôùí ðïõ ìðïñåß íá ÷ñùìáôéóôåß ôï P .

5 Áëãüñéèìïé ãéá êáôåõèõíüìåíá ÄåíäñéêÜ Ãñá-

öÞìáôá

¸íá ðéï ñåáëéóôéêü ìïíôÝëï åßíáé áõôü ôùí êáôåõèõíüìåíùí áêìþí, üðïõ
êÜèå áêìÞ óôï ãñÜöçìá áðïôåëåßôáé áðü äýï áíôßèåôá êáôåõèõíüìåíåò óõí-
äÝóåéò êáé ïé áéôÞóåéò åßíáé äéáôåôáãìÝíá æåýãç áðïóôïëÝá - ðáñáëÞðôç, äç-
ëáäÞ óôçí ðåñßðôùóç ôùí äÝíäñùí åßíáé êáôåõèõíüìåíá ìïíïðÜôéá. ¸íá êÜôù
öñÜãìá óôï ÷ñùìáôéóìü óôï ðñüâëçìá ãéá ôï ìïíôÝëï áõôü öáßíåôáé óôï
ó÷Þìá 4.

Ïé êáëýôåñïé ãíùóôïß áëãüñéèìïé ãéá ôï ðñüâëçìá áõôü áíÜãïõí ôï ÷ñù-
ìáôéóìü ôùí ìïíïðáôéþí óå Ýíá ðñüâëçìá ÷ñùìáôéóìïý áêìþí óå Ýíá äéìåñÝò
ãñÜöçìá. Èá ðáñïõóéÜóïõìå åäþ ôçí êåíôñéêÞ éäÝá ôùí áëãïñßèìùí ðïõ ðá-
ñïõóéÜæïíôáé óôá [5, 3] êáèþò êáé ôçí áðüäïóç ôïõò.

Ïé áëãüñéèìïé áêïëïõèïýí ôçí ßäéá öéëïóïößá ìå ôïõò áëãüñéèìïõò ãéá ìç
êáôåõèõíüìåíá äÝíäñá (âë.åíüôçôá 4) ìå ôç äéáöïñÜ üôé ðñáãìáôïðïéïýí ìéá
äéáöïñåôéêÞ êáôáóêåõÞ óå êÜèå öÜóç ôïõò óôïí êüìâï u äçìéïõñãþíôáò Ýíá
äéìåñÝò ãñÜöçìá Hu.

¸óôù äÝíäñï T óýíïëï ìïíïðáôéþí P êáé êüìâïò u ãéá ôç öÜóç i, ôï
ãñÜöçìá Hu êáôáóêåõÜæåôáé ùò åîÞò: óõìâïëßæïõìå v0 ôïí ðáôÝñá ôïõ u êáé
v1; v2; : : : ; vk ôá k ðáéäéÜ ôïõ u. Ãéá êÜèå êüìâï vi ìå 0 ≤ i ≤ k äçìéïõñãïýìå
4 êüìâïõò xi; yi; wi; zi óôï Hu ìå ôïõò êüìâïõò wi; xi íá áíÞêïõí óôç äåîéÜ
äéáìÝñéóç êáé ôïõò êüìâïõò yi; zi óôçí áñéóôåñÞ. Ãéá êÜèå ìïíïðÜôé ðïõ êá-
ôåõèýíåôáé áðü ôïí êüìâï ui óôïí uj äçìéïõñãïýìå ìéá áêìÞ ðïõ åíþíåé ôïõò
êüìâïõò wi; zj óôï Hu. Ïìïßùò ãéá êÜèå ui  u äçìéïõñãïýìå ìéá áêìÞ
(wi; yi) óôï Hu êáé ãéá êÜèå u  ui äçìéïõñãïýìå ìéá áêìÞ (zi; xi) óôï Hu.
Ôï Çu ìå âÜóç ôçí ðáñáðÜíù êáôáóêåõÞ Ý÷åé ìÝãéóôï âáèìü êïñõöþí L êáé
õðïèÝôïõìå ÷ùñßò áðþëåéá ôçò ãåíéêüôçôáò üôé åßíáé L-êáíïíéêü. Óôï ó÷Þìá
5 öáßíåôáé Ýíá ðáñÜäåéãìá ôçò êáôáóêåõÞò ðïõ ðåñéãñÜøáìå.

Ïé áêìÝò ðïõ åßíáé ãåéôïíéêÝò óôéò êïñõöÝò w0; z0 ïíïìÜæïíôáé äåóìåõìÝ-
íåò êáé áíôéóôïé÷ïýí óå ìïíïðÜôéá ðïõ åßíáé Þäç ÷ñùìáôéóìÝíá áðü êÜðïéá
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Ó÷Þìá 5: ÐáñÜäåéãìá êáôáóêåõÞò Hu äéìåñïýò ãñáöÞìáôïò ãéá êáôåõèõíü-
ìåíá ÄåíäñéêÜ ÃñáöÞìáôá.

ðñïçãïýìåíç öÜóç. Ôï ðñüâëçìá ÷ñùìáôéóìïý ðïõ ðñïêýðôåé ïíïìÜæåôáé á-
ðåñéïñéóìÝíïò ÷ñùìáôéóìüò áêìþí äéìåñïýò ãñáöÞìáôïò êáé äçëþíåé üôé ïé
äåóìåõìÝíåò áêìÝò Ý÷ïõí ÷ñùìáôéóôåß ìå ôï ðïëý áL ÷ñþìáôá. Ôï ðñüâëçìá
áõôü åßíáé ðéï äýóêïëï áðü ôï ÷ñùìáôéóìü áêìþí äéìåñïýò ãñáöÞìáôïò ÷ùñßò
ðåñéïñéóìïýò ðïõ ÷ñåéÜæåôáé L ÷ñþìáôá.

Ïñéóìïß. Ãéá i = 0; : : : ; k ïíïìÜæïõìå ãñáììÞ ôï æåýãïò wi; zi ôïõ Çu.
ËÝìå üôé ìéá ãñáììÞ ÷ñçóéìïðïéåß ôï ÷ñþìá c áí ôï c ÷ñçóéìïðïéåßôáé óå ìéá
áêìÞ ðïõ åßíáé ãåéôïíéêÞ åßôå óôçí wi åßôå óôçí zi. ÏíïìÜæïõìå ìïíÜ S ôá
÷ñþìáôá ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ìüíï óå ìéá äåóìåõìÝíç áêìÞ êáé äéðëÜ D
üóá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óå äýï. Ï áëãüñéèìïò õðïèÝôåé üôé

S +D = 4L=3 (1)

êáé óå ðåñßðôùóåéò ðïõ áõôü äåí éó÷ýåé ôï êáôáóêåõÜæåé ìå äéïñèùôéêÜ âÞìáôá.
Ï áëãüñéèìïò áðïóõíäÝåé ôï ãñÜöçìá óå L ôáéñéÜóìáôá (matchings) êÜôé

ôï ïðïßï ãßíåôáé áöïý ôï ãñÜöçìá åßíáé L-êáíïíéêü. Ï ÷ñùìáôéóìüò ôùí
ôáéñéáóìÜôùí ãßíåôáé ìå ôñüðï þóôå íá éó÷ýïõí ïé äýï ðáñáêÜôù óõíèÞêåò:

1. Ï áñéèìüò ôùí íÝùí ÷ñùìÜôùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé íá åßíáé ôï ðïëý
D=2.

2. ÊÜèå ãñáììÞ ÷ñçóéìïðïéåß ôï ðïëý 4L=3 ÷ñþìáôá.
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Éó÷ýåé üôé 2D+S ≤ 2L áöïý ôï ðëÞèïò ôùí ãåéôïíéêþí áêìþí óôéò w0; z0

åßíáé 2L êáé áðü ôç ó÷Ýóç 1 Ý÷ïõìå D ≤ 2L=3. ¢ñá ï óõíïëéêüò áñéèìüò
ôùí ÷ñùìÜôùí, áðü ôçí ïñèüôçôá ôçò óõíèÞêçò 1, åßíáé D+S+D=2 = 5L=3.
Ôï áðïôÝëåóìá áõôü ïäçãåß óôï áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 5.1 ([3]) ÕðÜñ÷åé Üðëçóôïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ áëãüñéèìïò ðïõ
÷ñùìáôßæåé ïðïéïäÞðïôå óýíïëï êáôåõèõíüìåíùí ìïíïðáôéþí P óå êáôåõèõ-
íüìåíï äåíäñéêü ãñÜöçìá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ðïëý 5L=3 ÷ñþìáôá.

Óôï [5] ðáñüìïéåò ôå÷íéêÝò ïäçãïýí óå Ýíá áëãüñéèìï ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß
ôï ðïëý 7L=4 ÷ñþìáôá. Ôï áðïôÝëåóìá ôïõ èåùñÞìáôïò 5.1 åßíáé ôï êáëý-
ôåñï ãíùóôü áðïôÝëåóìá ãéá íôåôåñìéíéóôéêïýò Üðëçóôïõò áëãüñéèìïõò óå
êáôåõèõíüìåíá äåíäñéêÜ ãñÜöçìáôá. ÅðéðëÝïí ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá äåß÷íåé
üôé äåí õðÜñ÷åé êáëýôåñïò íôåôåñìéíéóôéêüò Üðëçóôïò áëãüñéèìïò ðïõ íá ëý-
íåé ôï ðñüâëçìá ôïõ ÷ñùìáôéóìïý ìïíïðáôéþí óå êáôåõèõíüìåíá äåíäñéêÜ
ãñÜöçìáôá.

Èåþñçìá 5.2 ([3]) Ãéá êÜèå L > 1 êáé êÜèå å > 0 êáé êÜèå Üðëçóôï
áëãüñéèìï G õðÜñ÷åé Ýíá äÝíäñï êáé Ýíá óýíïëï ìïíïðáôéþí ìÝãéóôïõ öïñôßïõ
L ãéá ôï ïðïßï ï G ÷ñçóéìïðïéåß ôïõëÜ÷éóôïí (5

3
− å)L ÷ñþìáôá.
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